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Approximation diophantienne sur les variétés projectives et les
groupes algébriques commutatifs

Résumé

Dans cette thése, nous appliquons des outils issus de la théorie d’Arakelov a I'étude de
problemes de géométrie diophantienne. Une notion centrale dans notre étude est la théorie
des pentes des fibrés vectoriels hermitiens, introduite par Bost dans les années 90. Nous
travaillons plus précisément avec sa généralisation dans le cadre adélique, inspirée par Zhang
et développée par Gaudron.

Ce mémoire s’articule autour de deux axes principaux. Le premier consiste en I’étude d’un
remarquable théoréme de géométrie diophantienne dii a Faltings et Wiistholz, qui généralise le
théoréeme du sous-espace de Schmidt. Nous commencerons par retranscrire la démonstration
de Faltings et Wiistholz dans le langage de la théorie des pentes. Dans un second temps, nous
établirons des variantes effectives de ce théoreme, que nous appliquerons pour démontrer une
généralisation effective du théoreme de Liouville valable pour les points fermés d’une variété
projective fixée. Ce résultat fournit en particulier une majoration explicite de la hauteur des
points satisfaisant une inégalité analogue a celle du théoreme de Liouville classique.

Dans la seconde partie de cette thése, nous établirons de nouvelles mesures d’indépen-
dance linéaire de logarithmes dans un groupe algébrique commutatif, dans le cas dit ration-
nel. Notre approche utilise les arguments de la méthode de Baker revisitée par Philippon et
Waldschmidt, combinés avec des outils de la théorie des pentes. Nous y intégrons un nouvel
argument, inspiré par des travaux antérieurs de Bertrand et Philippon, nous permettant de
contourner les difficultés introduites par le cas périodique. Cette approche évite le recours a
une extrapolation sur les dérivations a la maniére de Philippon et Waldschmidt. Nous parve-
nons ainsi a supprimer une hypothese technique contraignante dans plusieurs théoremes de
Gaudron, tout en précisant les mesures obtenues.

Mots-clés : Géométrie diophantienne, approximation diophantienne, géométrie d’Arakelov,
théorie des pentes, points rationnels, formes linéaires de logarithmes, hauteurs.






Diophantine approximation on projective varieties and on
commutative algebraic groups

Abstract

In this thesis, we study diophantine geometry problems on projective varieties and com-
mutative algebraic groups, by means of tools from Arakelov theory. A central notion in this
work is the slope theory for hermitian vector bundles, introduced by Bost in the 1990s. More
precisely, we work with its generalization in an adelic setting, inspired by Zhang and developed
by Gaudron.

This dissertation contains two major lines. The first one is devoted to the study of a
remarkable theorem due to Faltings and Wiistholz, which generalizes Schmidt’s subspace
theorem. We first reformulate the proof of Faltings and Wiistholz using the formalism of
adelic vector bundles and the adelic slope method. We then establish some effective variants
of the theorem, and we deduce an effective generalization of Liouville’s theorem for closed
points on a projective variety defined over a number field. In particular, we give an explicit
upper bound for the height of the points satisying a Liouville-type inequality.

In the second part, we establish new measures of linear independence of logarithms over
a commutative algebraic group. We focus our study on the rational case. Our approach
combines Baker’s method (revisited by Philippon and Waldschmidt) with arguments from
the slope theory. More importantly, we introduce a new argument to deal with the periodic
case, inspired by previous works of Bertrand and Philippon. This method does not require
the use of an extrapolation on derivations in the sense of Philippon-Waldschmidt. In this way,
we are able to remove an important hypothesis in several theorems of Gaudron establishing
lower bounds for linear forms in logarithms.

Keywords : Diophantine geometry, diophantine approximation, Arakelov geometry, slope
theory, rational points, linear forms in logarithms, heights.
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Conventions et notations

Notations.

e Pour tout nombre réel a, on note [a] la partie entiere de a et log, a = logmax{1,a},
ou log désigne le logarithme népérien.

o Six= (z1,...,2,) € N*alors x! := 21! -z, 0 et x| =21 4+ + 2.
e Si K est un corps, K désigne une cléture algébrique de K.

e Si Z est une variable aléatoire de carré intégrable, on note E(Z) son espérance et
Var(Z) sa variance.

e Si E est un ensemble, on note 14: E — {0,1} la fonction indicatrice d’un sous-
ensemble A de E.

e Six = (x1,...,2,) est un n-uplet d’éléments d’un corps K et si j = (j1,...,jn) €
N", alors xJ := x7" - - - 2J». On note également

0 0
Dy=x15—+ +Tpnzg—

07 Ozn,
lopérateur différentiel K-linéaire sur 1’algébre des polynémes K|z1, ..., z,], de co-
ordonnées x dans la base (6%1, el %) Sib = (by,...,b,) est une base de K", on

pose
j J1 Jn
D‘L—Dbl o~~~onn.

Variétés algébriques. Soit K un corps. Nous dirons qu'un schéma X sur Spec(K) est
une variété (algébrique) définie sur K si X est de type fini sur Spec(K) (éventuellement
réductible). Une courbe algébrique est une variété algébrique de dimension 1. Une sous-variété
de X est un sous-schéma fermé de X. On dit que X est une variété projective définie sur K si
X est isomorphe & une sous-schéma fermé de P}. Enfin, nous dirons que X est quasi-projective
si X = Z1NZy, ou Z; (respectivement Z5) est un sous-schéma fermé (respectivement ouvert)
d’un espace projectif P% .

Normes et valeurs absolues. Si K est un corps de nombres, on note X y 'ensemble des
places finies de K, Yk o l’ensemble de ses places infinies, et Y = Yk 5 U Xk o ’ensemble
des places de K. Si v € Xk, on note K, le complété de K en v, Ok, I'anneau des entiers
de K,, et C, le complété d’'une cloture algébrique de K,. Pour toute place v € Xk, on note
.|, la valeur absolue sur K étendant la valeur absolue |.|, sur Q : |p|, = p~! si v est une
place finie au dessus de p et la restriction de |.|, & Q est la valeur absolue usuelle si v est
archimédienne. On désigne par Q, le corps Q,, R ou C selon le caractere p-adique, réel ou
complexe non réel de v. On peut alors énoncer la formule du produit : pour tout z € K\ {0},

on a
K,:Qy]
IT lelffeed =1,
VEX K
Soit n un entier naturel non nul et soit v € X k. Si (z1,..., 2,) est un vecteur de C, on pose
n
(1 o) am = (2:1 |2:]2)1/2 si v est archimédienne,
sec e An)|2v - — i=
max{|z1]y, ..., |2n|o} sinon.

Si v est une place de K, on note a(v) = 1 si v est archimédienne, et a(v) = 0 sinon.

11



12 CONVENTIONS ET NOTATIONS

Hauteur d’un point projectif. La formule du produit permet de définir la notion de hauteur
d’un point projectif : si z = (zg : ... : z,) € P%(Q) est un point fermé, dont les coordonnées
appartiennent & une extension finie L de K, on note h(z) sa hauteur de Weil (logarithmique
et absolue), définie par

= LU:QU] og(max{|x T
M) = 3 T ostmaxllaok oo bl

ou (zg,...,Ty) est un représentant quelconque de z. La hauteur d’un point fermé projectif ne
dépend pas du choix du corps L. On dispose ainsi d’une notion de hauteur pour tout point
r € P*(K) (ou K désigne une cloture algébrique de K). Si X est une variété quasi projective et
sit: X < P% est un plongement fixé de X dans un espace projectif, on notera h(x) = h(c(x))
pour tout point # € X(K). Nous définirons une notion de hauteur plus générale associée a
un fibré inversible adélique au paragraphe 1.3.3.



Introduction

Présentation générale

Le but de cette these est d’étudier des problemes de géométrie diophantienne et d’établir
de nouvelles mesures d’indépendance linéaire de logarithmes, au moyen d’outils issus de la
théorie d’Arakelov.

Historiquement, la question fondamentale de ’approximation diophantienne est de déter-
miner avec quelle précision un nombre réel peut-étre approché par des nombres rationnels.
Concrétement, si @ € R\ Q est un nombre réel algébrique, on cherche & déterminer le plus
petit nombre 7 > 0 pour lequel il n’existe qu'un nombre fini de solutions rationnelles p/q € Q
a l'inéquation

p

(1) ‘ . al <
pour tout nombre réel € > 0. En 1842, Dirichlet démontra la minoration 7 > 2 en utilisant son
célebre principe des tiroirs. La premiére majoration de I'exposant 7 fut obtenue par Liouville,
qui démontra en 1844 U'inégalité 7 < [Q(«) : Q]. L’amélioration de cette majoration constitua
ensuite un enjeu majeur de la théorie des nombres. Le premier progres significatif fut obtenu
par Thue en 1909, qui prouva que 7 < [Q(a) : Q]/2+1. Ce résultat fut successivement amélioré
par Siegel en 1921, puis par Dyson et Gel’fond en 1947, jusqu’a ce que Roth démontre son
célebre théoreme en 1955, donnant 'inégalité 7 < 2. Celle-ci est optimale d’apres le théoreme
de Dirichlet.

q7'+a

THEOREME (Roth, 1955). Soit € > 0 un nombre réel. Il n'existe qu’un nombre fini de
nombres rationnels p/q € Q tels que

1
q2+s :

’p — a‘ <
q

La démonstration que Liouville proposa en 1844 est élémentaire, mais sa structure a servi
de modele & ses améliorations successives. On considére un polynéme f € Z[X], irréductible
sur Q, de degré d := [Q(«) : Q)], et vérifiant f(«) = 0. Comme f est irréductible, on a
f(p/q) # 0 pour tout p/q € Q, et puisque ¢ f(p/q) € Z, on a |f(p/q)| > |g|~¢. Par ailleurs,
on peut expliciter une constante b(c) > 0 et choisir le polynéme f de fagon & ce que pour
tout p/q € Q, on ait |f(p/q)| < b(a)|a — p/g|. On en déduit que pour tout p/q € Q, on a

p 1
(2) -—a| > —F.
q b(a)]q|?
On déduit immédiatement de cette inégalité pour tout € > 0, si p/q € Q satisfait
P 1
(3) 6 -a qd+5 ’

alors ¢ < b(a)'/¢. En particulier il n’existe qu'un nombre fini de nombres rationnels satis-

faisant (3). Remarquons que la constante b(a) est calculable; le théoréme de Liouville est
dit effectif, car il permet de majorer la « taille » des solutions rationnelles de I'inégalité (2).
L’idée qui permit & Thue d’obtenir la majoration 7 < d/2 + 1 fut de considérer une paire
d’approximation au lieu d’une seule, en construisant un polynéme f € Z[X, Y], dit polyndme
« auxiliaire », & petits coefficients et s’annulant & un grand ordre en (a, «). Cette construc-
tion offre un plus grand degré de liberté dans la démonstration, et conduit a la majoration

13



14 INTRODUCTION

7 < [Q(a) : Q]/2 + 1. Cependant, elle fait apparaitre une difficulté importante, car dans ce
cas il n’y a pas de raison que f(p,q) # 0 pour tout p/q € Q. Thue surmonta ce probléme au
moyen d'un « lemme de zéros », en montrant que l'ordre d’annulation de f ne pouvait pas
étre trop élevé en (p,q), ot p/q € Q. Pour démontrer son théoréme, Roth considéra quant &
lui un polynéme f a n variables, n > 2. Il introduisit un outil fondamental, aujourd’hui connu
sous le nom de lemme de Roth (jouant le role du lemme de zéros), qui lui permit d’obtenir la
borne 7 < 2. Signalons que contrairement au théoréme de Liouville, le théoreme de Roth n’est
pas effectif. A ce jour, il n’existe pas de résultat effectif similaire (fournissant une constante
explicite b(«a) satisfaisant une inégalité analogue & (2)) pour un exposant 7 < d indépendant
de a. En 1972, Schmidt généralisa le théoréme de Roth en dimension supérieure.

THEOREME (Théoréme du sous-espace de Schmidt). Soit n un entier naturel non nul
et soient f1,..., fn des formes linéaires en n variables a coefficients algébriques. Supposons
que les formes f1,..., fn sont linéairement indépendantes. Soit 6 > 0. Alors l’ensemble des
solutions de

[f1(@) - fa(@)] < (max |z:])7°, @ = (21,...,2,) € Z"
1<i<n

est contenu dans une union finie de sous-espaces linéaires propres de Q™.

On peut retrouver le théoréme de Roth en appliquant ce résultat avec n = 1. La démons-
tration de Schmidt est difficile ; elle combine 1'utilisation du lemme de Roth avec de profonds
résultats de géométrie des nombres.

Le théoreme de Liouville lui permit de donner les premiers exemples de nombres trans-
cendants en 1844, en construisant explicitement des nombres réels « pour lesquels 'inégalité
(3) a une infinité de solutions rationnelles. Etant donné un nombre complexe non nul, on
peut naturellement se demander s’il est transcendant ou non. Cette question est délicate,
et c’est Hermite qui y apporta la premiere contribution en démontrant la transcendance de
la constante de Néper e en 1873. Par la suite, les travaux de Lindemann (1882, [53]) et de
Weierstrafl (1885, [81]) aboutirent a I’énoncé suivant.

THEOREME (Lindemann-WeierstraB). Soient B1, ..., 8, des nombres algébriques linéai-
rement indépendants sur Q. Alors les nombres ePr. ... eP sont linéairement indépendants
sur le corps Q des nombres algébriques.

Ce résultat entraine la transcendance de 7, car ¢™ + 1 = 0. Plus généralement, on en
déduit que toute détermination log o du logarithme d’un nombre algébrique o non nul est un
nombre transcendant. Dans la lignée de ces travaux, Hilbert fit la conjecture suivante en 1900,
connue comme le 7™ probléme sur sa célebre liste des 23 : si « est un nombre algébrique
non nul et si u € C\ {0} vérifie e* = «, alors pour tout B € Q\ Q, on a o := e*? ¢ Q.
Cette conjecture fut démontrée indépendamment par Gel’fond et Schneider en 1934.

THEOREME (Gel’fond;Schneider). Soient uyi,us des nombres complexes _d’exponentielle
algébrique (i.e. e*1,e*2 € Q). Si la famille {u1,us} est Q-libre, alors elle est Q-libre.

Il est naturel de se demander si ’on peut généraliser ce résultat a un nombre quelconque
de nombres complexes wuq,...,u,. Dans la seconde moitié des années 1960, Baker [2, 3]
surmonta de fagcon remarquable les difficultés techniques qui empéchaient cette généralisation,
et démontra le théoreme suivant.

THEOREME (Baker). Soient ui, ..., u, des nombres complexes d’exponentielle algébrique.
Alors la famille {uy, ..., un} est Q-libre si et seulement si {1,uy,...,u,} est Q-libre.

Nous n’allons pas détailler la méthode de Baker ici, mais le lecteur intéressé pourra en
trouver une présentation dans le livre de Waldschmidt [80, § II1.10]. Elle permet en réalité
d’obtenir des énoncés quantitatifs, fournissant des minorations explicites de quantités de la
forme |Ag + Atug + -+ + Apuy|, ot Mg, A1, ..., A, sont des nombres algébriques et uq, ..., u,
sont des logarithmes de nombres algébriques non nuls. Une telle minoration est appelée une
mesure d’indépendance linéaire de logarithmes, et constitue ’objet principal de la théorie des
formes linéaires de logarithmes.
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Résultats et organisation du texte

Ce mémoire s’articule autour de deux axes principaux. D’une part, nous nous intéressons
a des généralisations des théoréemes de Liouville et de Roth pour des points fermés définis sur
une variété projective sur Spec(K), ot K est un corps de nombres. Dans un second temps,
nous établissons de nouvelles mesures d’indépendance linéaire de logarithmes dans le cadre
général d’'un groupe algébrique commutatif défini sur K. Un outil fondamental dans notre
étude est la théorie des pentes des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok . Cette théorie
a été introduite par Bost dans les années 90, et s’est depuis révélée extrémement féconde
dans ses applications a des problemes de géométrie arithmétique. Nous travaillerons avec sa
généralisation dans un cadre adélique, inspirée par Zhang [86] et développée par Gaudron
dans [36]. Ce point de vue permet d’élargir le champ d’application de la théorie des pentes
en considérant des fibrés vectoriels non nécessairement hermitiens, appelés fibrés vectoriels
adéliques. Cette extension s’avere parfois indispensable pour des applications géométriques.

Le premier chapitre regroupe les notations et les rappels dont nous aurons besoin dans
la suite. Le paragraphe 1.1 contient notamment les éléments de la théorie des pentes adéliques
sur lesquels nous nous appuierons.

Ensuite vient la premiére partie de la these, consacrée a des généralisations des théo-
remes de Roth et de Liouville pour des variétés projectives définies sur un corps de nombres
K. En 1994, Faltings et Wiistholz [26] démontrérent un théoréme remarquable de géométrie
diophantienne, qui donne une nouvelle démonstration du théoréme du sous-espace de Schmidt
(en particulier, il implique le théoréme de Roth, comme nous le détaillerons & la page 50).
Fixons une extension finie L de K et un ensemble fini &2 C ¥;. Soient ¢, n deux entiers na-
turels non nuls. Pour toute place w € &, on considére une famille (s, ;)1<j<¢ d’éléments du
L-espace vectoriel V = H(P%, 0(1)) @k L et 'on pose Vk(w) = Vect{sy,; | k < j < {} pour
tout entier 1 < k < /. Notons également Vz(ﬂ) = {0}, et considérons une suite de nombres
réels 0 < ¢y < -+ < ¢y e On construit ainsi une filtration (V,.%,,) de V (voir le paragraphe
1.6), dont la pente i, (V') vérifie

1
dimV 4

J

¢
fw (V) = Cuy(dim V") — dim V).
=1

On munit le fibré inversible € (1) sur P} d’une métrique (||.||s)vesn, vérifiant : pour toute
section globale s € H°(P?, 0(1)) de €(1), correspondant & une forme linéaire f en n + 1
variables & coefficients dans L, on a

£ ()]

s(x =
Is(@) max{|Zolo - -5 |[Znlo}

pour tout point = (zg,...,z,) € P*(L) et pour toute place v de L. Quand la famille de
filtrations (V, %y )wew est semi-stable (voir la définition 1.6.5 page 44), le théoréme 8.1 de
[26] s’énonce de la fagon suivante.

THEOREME A (Faltings et Wiistholz, 1994). Supposons que Y, c 5 pw(V) > [L : Q] et
que la famille de filtrations (V, #)we o est semi-stable. Alors le systéme d’inégalités

(4) [8w,5(2)lw < exp(=cw j1(@)/[Luw : Qul), Yw e P, V1 <j <,

na qu’un nombre fini de solutions dans P"(K).

En pratique, il peut s’avérer difficile de vérifier si ’hypothese de semi-stabilité du théoréeme
est vérifiée. Si elle ne I’est pas, ce théoreme fournit cependant une sous-variété stricte Z de P}
en dehors de laquelle il n’y a qu’un nombre fini de solution (théoréme 9.1 de [26]). La variété
Z est définie comme le lieu de base du sous-espace déstabilisant maximal de la famille de
filtrations (V, %, )we o (défini au paragraphe 1.6.2). Cette sous-variété est donc théoriquement
explicite, bien qu’il soit difficile de la déterminer en général. L’étude de variantes du théoreme
A constitue le fil conducteur de la premiere partie.

Nous commencerons par énoncer précisément le théoréme 9.1 de [26] au chapitre 2
(théoréme 2.0.1 page 49). Dans le chapitre 3, nous retrouvons ce théoréme, essentiellement
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en transcrivant la preuve de Faltings et Wiistholz dans le formalisme des fibrés vectoriels
adéliques. Nous donnerons d’abord un énoncé équivalent au théoréme 2.0.1 (théoréme 3.1.1
page 57), qui nous permettra de nous affranchir d’un choix de base fixé pour V. Ensuite vient la
démonstration proprement dite, au cours de laquelle nous utiliserons de fagon systématique les
outils de la géométrie d’Arakelov, et plus particulierement de la théorie des pentes adéliques.
Nous terminerons le chapitre 3 en présentant des conséquences potentielles que pourrait avoir
le raffinement de la démonstration que nous proposons, notamment en termes d’énoncés
quantitatifs (§ 3.7).

Dans le chapitre 4, nous obtiendrons une généralisation effective du théoréme de Liouville
valable pour une variété projective, qui repose sur la démonstration de variantes effectives du
théoréme A. Récemment, McKinnon et Roth [56] ont appliqué le théoréme A pour démontrer
une généralisation du théoréme de Roth valable pour des points fermés d’une variété projective
X définie sur un corps de nombres K. Fixons un plongement ¢ : X < P%. Soit K une cloture
algébrique de K et v une place de K. McKinnon et Roth définissent une distance d,(.,.) sur
X(K)x X(K), définie en tirant en arriere une fonction sur P"(K ) x P*(K) qui est localement
équivalente a la distance induite par la valeur absolue |.|,, sur K". Soit . un fibré inversible
ample sur X, auquel on associe une hauteur (logarithmique) hg comme dans [45, B.3.2]. On
considére une extension finie L de K et un point fermé x € X (L). On note €, (%) la constante
de Seshadri de .Z en z, qui est un invariant géométrique défini par Demailly [18] en 1990.
Une conséquence du théoréme principal de [56] est la suivante : pour tout nombre réel e > 0,
il n’existe qu'un nombre fini de points y € X (K) tels que

(la normalisation de la hauteur et de la distance differe de celle de [56]). En appliquant ce
résultat & X =Py et £ = (1), on retrouve le théoréme de Roth.

Nous démontrerons d’abord une version effective du théoréme A dans le cas particulier
ou card(Z?) = 1. Soit X une variété projective définie sur un corps de nombres K, et soit
Z = (Z,(||llv)vesy) un fibré adélique inversible sur X (voir la définition 1.3.3). Soit L une
extension finie de K et soit & un sous-ensemble fini de ¥p. Si z € X(K), on note hg(x)
la hauteur de x associée & .Z (§ 1.3.3), et si s est une section globale de . ® L, on note
h(s) sa hauteur relativement aux normes (|||, sup)ves, associées a £ (§ 1.3.4). Soit F un
sous-espace vectoriel de I'espace des sections globales de £ ® L. Notons Z(F) le lieu de base
de F et considérons une base (s1, ..., Sqim ) de F. Avec ces notations, nous démontrerons le
théoréme suivant.

THEOREME 1 (Théoréme 4.4.1 page 87). Pour chaque place w de P, considérons deux
nombres réels t.,, Cy,, avec C, # 0. Si § := > [L[zzg]w]tw > 1, alors tous les points x €
we P
(X \ B(F))(K) satisfaisant le systéme d’inégalités
5 52l

1551l w,50p

< Cypexp(—tyhe(x)), V1<j<dimF, VweH

vérifient

he(z) < 5 i 1 (Z [Lw : Q] log(Cy) + max h(sj)> :

=, [L: Q) 1<j<dim F
En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

Le théoreme est effectif, dans le sens ou il fournit a la fois un lieu de base explicite en
dehors duquel il n’y a qu’un nombre fini de solutions & (5), ainsi qu'une constante explicite
majorant la hauteur de ces solutions. Nous donnerons plusieurs variantes du théoreme 1 au
paragraphe 4.4. Nous verrons également que dans le cas particulier ou Uensemble & = {w}
ne contient qu'une place, ce théoréme donne une version effective du théoréeme A de Faltings
et Wiistholz (voir le corollaire 4.4.4 page 88 et la discussion qui suit sa démonstration). Le
théoréme 1 nous permettra de démontrer un résultat effectif inspiré des travaux de McKinnon
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et Roth. En gardant les notations précédentes, une conséquence du théoréme principal du
chapitre 4 nous permettra démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 2. Soit x € X (L) un point régulier. Si £ est ample, il existe une constante
c(z, L), pour laquelle on dispose d’une formule explicite, qui vérifie la propriété suivante.
Pour tout € > 0, tous les points y € X(K) tels que

©) owaton) <~ (g, gy +2) e
satisfont

1
he(y) < fgc(x,f).
En particulier, il n’existe qu’un nombre fini de points y € X (K) vérifiant l’inégalité (6).

Ce résultat est une généralisation effective du théoreme de Liouville. Le résultat principal
du chapitre 4 (théoréme 4.5.2 page 92) est plus général, et peut s’interpréter comme une
version effective d’un autre théoréme récent de McKinnon et Roth [57]. Un autre argument
nouveau du chapitre 4 est un analogue du lemme de Schwarz totalement explicite pour des
sections d’un fibré inversible, permettant de comparer I’évaluation d’une section et la fonction
distance d,(.,.) (valable pour une place archimédienne ou finie). Ce travail repose également
sur des outils issus de la géométrie d’Arakelov, et notamment sur un résultat de Zhang [85],
raffiné par Moriwaki [60, 61].

Dans la deuxiéme partie, nous établirons des mesures d’indépendance linéaires de lo-
garithmes sur les groupes algébriques commutatifs. En notant G = G, x G}, le produit du
groupe additif avec n copies du groupe multiplicatif et {5 son espace tangent & l’origine
(qui est un Q-espace vectoriel), une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes classique
consiste en la minoration de la distance d(u, V') entre :

e un vecteur u = (1,uq,...,u,) de tg ®gC, dont les coordonnées sont d’exponentielle
algébrique (e € Q pour tout ¢ € {1...,n});

e un hyperplan V' de t¢ ®gC, défini comme le noyau d’une forme linéaire & coefficients
algébriques.

Cette question peut étre posée dans un cadre beaucoup plus général. Considérons main-
tenant un groupe algébrique G défini sur Q, connexe et commutatif, et soit p € G(Q). Le
groupe de Lie G(C) posséde un espace tangent a 'origine ¢z (C) (qui est un espace vectoriel
de dimension dim G) et une application exponentielle surjective exp: t¢(C) — G(C). Un lo-
garithme u de p est un vecteur u € t(C) tel que exp(u) = p. Dans ce contexte, une mesure
d’indépendance linéaire de logarithmes est une minoration de la distance d(u, V') entre u et
un hyperplan V' de tg(C) défini sur Q. On cherche & obtenir une telle minoration en fonc-
tion d’invariants associés aux données de départ, comme la hauteur h(p) de p et la hauteur
h(V) de V (au sens des fibrés vectoriels adéliques, voir le paragraphe 1.1). Un des enjeux
de la théorie des formes linéaires de logarithmes est d’obtenir une minoration de d(u, V') qui
soit raisonnable a la fois en termes de h(V) et de h(p). Selon les applications envisagées, on
peut privilégier I'une ou 'autre de ces quantités dans les minorations que ’on démontre. La
méthode de Baker peut-étre adaptée dans ce contexte général grace a un outil fondamental
développé par Wiistholz ([82], théoréme 2 ; voir aussi [83]) puis par Philippon [64] et Naka-
maye [62], appelé lemme de multiplicités. Les premieres minorations de formes linéaires de
logarithmes dans le cadre général furent obtenues par Philippon et Waldschmidt [66, 67].
Des améliorations significatives ont ensuite été démontrées, notamment par Hirata-Kohno
[46] et Gaudron [33]. Le cas rationnel de la théorie est celui on 'hyperplan V est 1’espace
tangent d’un sous-groupe algébrique de G. C’est un cas qui se révele important pour les ap-
plications, et dans lequel on peut espérer obtenir de meilleures minorations pour la distance
d(u, V). Dans le contexte classique de la théorie, il correspond & 1’étude de formes linéaires
de logarithmes By 4+ Siui + - - + Bpuy, ou les coefficients §; sont des entiers relatifs et les
u; des logarithmes de nombres algébriques. Dans le cas rationnel, Gaudron [35] a établi la
minoration suivante, au prix d’une hypothese sur le point p.
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THEOREME B (Gaudron, 2007). Supposons que pour tout sous-groupe algébrique connexe
G’ de G tel que tg/(C) +V # t¢(C), on ait kp ¢ G'(K) pour tout entier naturel non nul k.
Alors il existe une constante ¢ indépendante de h(p) et de h(V) telle que

(7) log d(u, V) > —cmax{1, h(V)}¥™E+2 max{1, h(p) i

Cette mesure d’indépendance linéaire de logarithmes est la meilleure connue a ce jour
en termes de h(p) (dans les résultats antérieurs, le minorant était multiplié par une puis-
sance entieére de log h(p)). En contrepartie, I’hypothese faite sur le point p dans le théoréme
B est relativement stricte. En particulier, le théoreme ne s’applique pas si p est un point
de torsion. Cette hypothese est précisément introduite pour exclure le cas dit périodique, et
peut se reformuler de la fagon suivante : pour tout sous-groupe algébrique G’ de G tel que
te'(C) +V # te(C) et pour tout entier naturel k non nul, alors ku ¢ tg (C) + Q¢ (ot Q¢
désigne le noyau de ’exponentielle, appelé le réseau des périodes). Cette hypotheése garan-
tit que les multiples de p n’appartiennent pas a certains sous-groupes de G, communément
appelés sous-groupes obstructeurs. Dans les articles [66] et [67], Philippon et Waldschmidt
ont introduit une méthode astucieuse pour traiter le cas périodique, basée sur une extrapo-
lation sur les dérivations inspirée par les travaux de Gel’fond. Cet outil, devenu classique
en théorie des formes linéaires de logarithmes, a I'inconvénient d’étre assez lourd a mettre
en place, en imposant notamment un choix de parametres spécifique au cas périodique. De
fagon plus problématique, il s’avere que dans le cas qui nous intéresse, il ne permet pas de
démontrer la minoration (7). En effet, si I’on inclut une extrapolation sur les dérivations dans
la démonstration de [35], la mesure obtenue perd son intérét en terme de la hauteur de h(p),
et n’améliore pas de résultat connu.

Dans ce travail, nous présentons une nouvelle méthode pour traiter le cas périodique.
Cette approche repose sur la démonstration d’une variante d’un résultat de Bertrand et Phi-
lippon ([4, corollaire 2]). Ce dernier permet de comparer le degré deg(G’) d’un sous-groupe
algébrique G’ de G avec la distance d(w,tqe/(C)) séparant un élément w € Qg \ te(C) de
Pespace tangent te/(C) de G'. Ce résultat était déja utilisé par Philippon et Waldschmidt
dans leur article [67] au cours de leur extrapolation sur les dérivations. Dans la démonstra-
tion proposée ici, nous utilisons cet outil avec un point du vue opposé. Nous commencerons
par démonter une généralisation du corollaire 2 de Bertrand et Philippon [4], qui s’applique
a un point w € (tg \ tg/)(C) qui n’est plus nécessairement une période (lemme 6.4.3 page
113). Gréce a une utilisation systématique du lemme 6.4.3, nous parvenons & exclure le cas
périodique, en montrant que si la distance d(u, V') ne satisfait pas la minoration voulue, alors
les sous-groupes obstructeurs de G ne contiennent pas les multiples de p. Une autre caracté-
ristique de notre démonstration d’adopter, pour la premiere fois dans le contexte général d’un
groupe algébrique commutatif quelconque, le schéma de démonstration novateur de ’article
[38] de Gaudron (traitant du cas d’un groupe linéaire). Celui-ci combine des aspects de la
méthode de Baker classique avec des outils de la théorie des pentes adéliques. Nous parvenons
ainsi a retrouver le théoréme principal de [35], en remplagant 'hypotheése précédente par la
condition naturelle v ¢ V. Nous obtiendrons donc le théoréme suivant.

THEOREME 3. Si u nappartient pas a Uhyperplan V, il existe une constante c indépen-
dante de h(p) et de h(V) telle que

log d(u, V') > —cmax{1, (V) }Im 2 max{1, h(p)}4mC.

Les résultats que nous obtiendrons dans la partie 2 seront bien plus généraux. En parti-
culier, ils sont énoncés pour un sous-espace vectoriel V' de dimension quelconque. Ils traitent
donc du probléme de la minoration simutanée de formes linéaires de logarithmes, qui corres-
pond a I’étude de plusieurs formes linéaires dans le cas classique de la théorie. Par ailleurs,
nous obtiendrons des énoncés bien plus précis dans la partie 2, qui généralisent tous les
théorémes de [35] (en supprimant ’hypothése technique), tout en améliorant les mesures ob-
tenues. Dans un souci de clarté, nous nous sommes restreints a un énoncé valable pour un
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point u € tg(C) dans cette introduction. En réalité, nous démontrerons également des me-
sures analogues dans le cas ultramétrique, en travaillant sur un corps C,, ou v est une place
quelconque de K (archimédienne ou non), qui généralisent eux aussi ceux de [35].






Introduction (English version)

Global presentation

In this thesis, we study diophantine geometry problems on projective varieties and we
establish new lower bounds for linear forms in logarithms, by means of tools drawn from
Arakelov theory.

Historically, the fundamental problem in diophantine approximation was to know how well
a real number can be approximated by rational numbers. More precisely, given an algebraic
real number « € R\ Q, one is looking for the smallest real number 7 > 0 for which there are
only finitely many rational solutions p/q € Q to the inequality

1
q‘rJrE ’

®) \p—a<

where € > 0 is a real number. In 1842, Dirichlet applied his celebrated box principle to
establish the lower bound 7 > 2. The first upper bound for the exponent 7 was obtained by
Liouville in 1844, who proved the inequality 7 < [Q(«) : Q]. The sharpening of this bound
has then been a major issue in number theory. Successive improvements were obtained by
Thue (1909), Siegel (1921), Dyson and Gel’fond (1947), until Roth established the inequality
7 < 2 in 1955. This upper bound is optimal due to Dirichlet’s theorem.

THEOREM (Roth, 1955). Lete > 0 be a real number. There are only finitely many rational
numbers p/q € Q such that

q

We will now sketch the proof of Liouville’s result. Although this demonstration is ele-
mentary, it includes many of the important features that reappeared in the proofs of its refi-
nements. We consider a polynomial f € Z[X], irreducible over Q, of degree d := [Q(«) : Q),
and such that f(a) = 0. By irreducibility, we have that f(p/q) # 0 for any p/q € Q, and since
“f(p/q) € Z, we get | f(p/q)| > |q|~?. Moreover, we can choose f such that for any p/q € Q,
we have |f(p/q)| < b(a)|a — p/q|, where b(c) > 0 is an explicit constant depending only on
a. We deduce from this that for any rational number p/q € Q, the inequality

p
« pere

p
9 -—a| >
©) ¢ °| % M@
is satisfied. Thus, for any ¢ > 0 and for any p/q € Q such that
P 1
1o ol <

we have ¢ < b(a)l/ €. In particular, there are only finitely many rational numbers p/q with
(10). Let us emphasize that one can give an explicit formula for the constant b(a) above;
we say that Liouville’s theorem is effective, because it provides a computable bound for the
“size” of the rational solutions of (10). The main idea that allowed Thue to sharpen Liouville’s
result (leading to the upper bound 7 < d/2+ 1) was to consider a pair of approximations, by
constructing a polynomial in two variables f € Z[X, Y], with small coefficients and high order
vanishing at (o, ). Let us remark that in this case one step fails in Liouville’s demonstration,
namely one can not ensure that f(p,q) # 0 for all p/g € Q. This led Thue to apply a “zero
estimate” in order to obtain a contradiction. In his proof, Roth considered a polynomial f

21
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in n > 2 variables, and introduced his celebrated Roth’s lemma to replace the zero estimate
used by Thue. Let us emphasize that these successive improvements of Liouville’s theorem
are however not effective ; there is currently no explicit similar result (providing a computable
constant b(«) with (9)) for an exponent 7 < d independent of .. The following theorem was
proved by Schmidt in 1972, and extends Roth’s theorem to higher dimensions.

THEOREM (Schmidt’s subspace theorem). Let n be a positive integer and let fi,..., fn
be linear forms in n variables with algebraic coefficients. We assume that the forms fi,..., fn
are linearly independent and we consider a real number 6 > 0. Then the set of solutions to

[fi(@) - fu(@)] < (max |o;)~°, 2= (x1,...,2,) € 2"
1<i<n

is contained in the union of a finite number of proper subspaces of Q™.

In the special case where n = 1, one can recover Roth’s theorem from the subspace
theorem. The proof of Schmidt is difficult, and relies on deep results in geometry of numbers.

Liouville first proved the existence of transcendental numbers in 1844, by constructing
examples of real numbers « for which (10) has infinitely many rational solutions. Given a
nonzero complex number, one can naturally ask whether it is transcendental or not. This is
a difficult question, and the first result in this direction was obtained by Hermite in 1873,
who proved the transcendence of the Napier’s constant e. Another important result is the
following theorem, which arises from the works of Lindemann (1882, [53]) and Weierstrafl
(1885, [81]).

THEOREM (Lindemann-Weierstrafl). Let fS1,..., 0, be algebraic nunlbers, linearly inde-
pendent over Q. Then €1, ... ePr are linearly independent over the field Q of algebraic num-
bers.

In particular, this theorem implies that 7 is transcendental (because ™ + 1 = 0), and
more generally that any determination log a of the complex logarithm of a nonzero algebraic
number « is transcendental. In 1900, Hilbert proposed the following conjecture as the 7t of
his celebrated problems : if « is a nonzero algebraic number and if u € C\{0} verifies e* = «,
then for any B € Q\ Q, one has o := *# ¢ Q. This question was solved independently by
Gel’fond and Schneider in 1934.

THEOREM (Gel’fogd—Schneider). Let uy,us be compler numbers with algebraic exponen-
tials (i.e. et e € Q). If ur,us are linearly independent over Q, then they are linearly
independent over Q.

In the 1960s, Baker [2, 3] extended this result to more than two logarithms, and proved
the following theorem.

THEOREM (Baker). Let uq,...,u, be complex numbers with algebraic exponentials. Then
U1, .., Uy are linearly independent over Q if and only if 1,u1, ..., u, are linearly independent
over Q.

An exposition of Baker’s method can be found in the book of Waldschmidt [80, § III.10].
This method actually provides quantitative results, i.e. explicit lower bounds for quantities of
the form |Ag + Auy + -+ + Apup|, where Ag, A1, ..., A\, are algebraic numbers and uq, ..., u,
are logarithms of nonzero algebraic numbers. Such a bound is called a measure of linear
independence of logarithms.

Results and organization of the thesis

This dissertation is divided into two main parts. In the first one, we investigate dio-
phantine geometry questions on projective varieties, and in the second one we establish new
measures of linear independence of logarithms on a commutative algebraic group defined over
a number field. A common feature in these two parts is the constant use of Arakelov geome-
try. More precisely, a fundamental tool in our study is the slope theory of hermitian vectors
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bundles on Spec(Ck), where K is a number field. This theory has been introduced by Bost
in the 1990s, and it turned out to be particularly fruitful in addressing arithmetic geometry
issues since then. We will work with its generalization in an adelic setting, inspired by Zhang
[86] and developed by Gaudron in [36]. This point of view allows one to consider vector
bundles which are not necessarily hermitian, and thus expands the scope of applications of
the slope theory. This extension is sometimes essential for geometric purposes.

The first chapter contains various preliminary results. In particular, the tools of adelic
slope theory on which both parts of this dissertation rely can be found in section 1.1.

In the first part, we study variants of a remarkable theorem in diophantine geometry due
to Faltings and Wiistholz [26]. The latter gives a new proof of Schmidt’s subspace theorem (in
particular, it implies Roth’s theorem, as we will see on page 54). Let K C L be two number
fields, and let &2 C ¥, be a finite set of places of L. We fix two positive integers £,n and for
each place w € &, we consider a family (s, ;)1<j<¢ of elements of V := H°(P7, €(1)). For all

integer 1 < k < ¢, we denote by Vk(w) the subspace of V' spanned by the family (s, ;)r<j<e-

We also put Vz(fl) = {0}, and we consider real numbers 0 < ¢, 1 < -+ < ¢y ¢. In this way
we get a filtration (V,.%,) of V (see section 1.6.1), whose slope 1, (V') is defined as the real
number

1

~ dimV <
J

We equip the line bundle &(1) on P} with a metric (||.||s)ves, With the following property :
for any global section s € H?(P7, 0(1)) of &(1), associated to a linear form f in n+1 variables
with coefficients in L, one has

prw (V)

4
Cuj(dim V) — dim V1)),
=1

£ ()]

S\T =
H ( )HU max{|$o\u;---a|x"|”}

for any point x = (zo,...,2z,) € P*(L) and for any place v of L. When the family of filtrations
(V, Fu)we o is semi-stable (in the sense of definition 1.6.5, page 44), theorem 8.1 of [26] reads
as follows.

THEOREM A (Faltings and Wiistholz, 1994). We assume that ), 5 pw(V) > [L : Q]
and that the family of filtrations (V, %) we o ts semi-stable. Then there are only finitely many
points x € P*"(K) with

(11) [|Sw,j (@) |lw < exp(—cw,jh(x)/[ Ly : Qu]), Ywe P, V1 <j <.

In practice, it can be difficult to check whether the semi-stability assumption of the
theorem is satisfied or not. However, without this assumption, the theorem provides a proper
subvariety Z outside of which the system of inequalities (11) has only finitely many K-rational
solutions ([26, Theorem 9.1]). The variety Z is defined as the base locus of the maximal
destabilizing subspace of the family of filtrations (V, %, )wec 2 (see section 1.6.2).

We will give the exact statement of theorem 9.1 of [26] in chapter 2. In chapter 3,
we give a new proof of this theorem, essentially by transcribing the arguments of Faltings
and Wiistholz in the formalism of adelic vector bundles. We will conclude chapter 3 with
an outline of the potential consequences of a refinement of our proof, especially in terms of
quantitative analogues of theorem A (see section 3.7).

In chapter 4, we prove an effective generalization of Liouville’s theorem for a projective
variety defined over a number field. Our result relies on the proof of an effective variant of
theorem A. Recently, McKinnon and Roth [56] have applied theorem A to prove a strong
generalization of Roth’s theorem for closed points on a projective variety X defined over a
number field K. Let K be an algebraic closure of K and let v be a place of K. We fix an

embedding ¢: X < P% and we define a distance function d,(.,.) on X (K) x X(K) by pulling
back a function on P*(K) x P"(K) which is locally equivalent to the distance induced by
|]s on K. Let % be an ample line bundle on X and let hy : X(K) — R be an absolute
logarithmic height function associated to £ (see [45, B.3.2]). We consider a finite extension

L of K and a closed point « € X(L). We denote by €,(.Z) the Seshadri constant of £ at x,



24 INTRODUCTION (ENGLISH VERSION)

which is a geometric invariant defined by Demailly [18] in 1990. A consequence of the main
theorem of [56] is the following : for any real number € > 0, there exist only finitely many
points y € X (K) such that

2K : Q)

logdv(x,y) < = <MLU(@U] +6> hf(y)

(the normalization of height and distance functions in [56] is not the same). When applied to
the projective line I% with £ = €(1), one can check that this result implies Roth’s theorem.

We will first prove an effective version of theorem A in the particular case where &2
has cardinality 1. Let X be a projective variety defined over a number field K, and let
Z = (Z,(|lll)ves,) be an adelic line bundle on X (definition 1.3.3). Let L be a finite
extension of K and let & be a finite subset of 3. For a point z € X(K), we denote by
he(z) the height of z relative to . (see section 1.3.3), and if s is a global section of ¥ ® L,
we denote by h(s) its height with respect to the norms (||.||s.sup)ves, associated to £ (see
section 1.3.4). Let F' be a linear subspace of the L-vector space of global sections of £ ® L.
We denote by Z(F) the base locus of F, and we consider a basis (s1,. .., Sqim r) for F. With
these notations, we will prove the following theorem.

THEOREM 1 (Theorem 4.4.1, page 87). For each place w of &, we consider two real
numbers ty,, Cy, with C, # 0. If § := > [LwQuly = 1, then for all points x € (X \

2,
B(F))(K) with

(12) ”ljj(-T)Hw < Cypexp(—twhe(z)), V1<j<dimF, Vwe P,
7 llw,sup

1 [Ly : Q]
< i .
he(z) < 57 (Z@ g os(Cu) 1§j12%§th<SJ>>
In particular, there are only finitely many points x € (X \ B(F))(K) satisfying (12) if £ s
ample.

This theorem is effective, in the sense that it gives both an explicit base locus outside of
which (12) has only finitely many solutions, together with an explicit upper bound for the
height of these solutions. We will give several variants of theorem 1 in section 4.4. We will see
that when the set & = {w} contains only one place, this theorem gives an effective version
of theorem A of Faltings and Wistholz (see corollary 4.4.4 on page 88 and the discussion
following its demonstration). In section 4.5, we will apply theorem 1 to derive an effective
result inspired by the works of McKinnon and Roth. We keep the notations introduced above.
A consequence of the main theorem of chapter 4 is the following.

THEOREM 2. Let x € X(L) be a non-singular point. If £ is ample, there exists a constant
c(x, L) (for which we will provide an explicit formula), such that for any e > 0, all the points
y € X(K) with

(13) logd,(z,y) < — (

satisfy

[L:Q)
T a e P

1
hely) < —ela, 2).
In particular, there are only finitely many points y € X (K) satisfying (13).

This result is an effective generalization of Liouville’s theorem. The main result of chapter
4 is more general, and it can be interpreted as an effective version of an other recent theorem
of McKinnon and Roth [57]. Another new feature in chapter 4 is an analogue of Schwarz
lemma for global sections of a line bundle, which is entirely explicit. This work also relies
on tools from Arakelov geometry, and more precisely on a result of Zhang [85], refined by
Moriwaki [60, 61].
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In the second part, we establish new measures of linear independence of logarithms
over a commutative algebraic group. We denote by G = G, x G}, the product of the additive
group with n copies of the multiplicative group, and we consider its tangent space tg (which
is a Q-vector space). In the classical setting, a measure of linear independence of logarithms
gives a lower bound for the distance d(u, V') between :

e a vector u = 7(1, U1,...,U) of t¢ ®g C, whose coordinates have algebraic exponen-
tials : e* € Q for all ¢ € {1,...,n};

e a hyperplane V of t¢ ®g C, defined as the kernel of a linear form with algebraic
coefficients.

This problem can be stated in a much more general setting. We consider a commutative
connected algebraic group G, defined over Q, and a point p € G(Q). The Lie group G(C)
comes with a tangent space at the origin t¢(C) (which is a vector space of dimension dim G)
and an exponential map exp: t¢(C) — G(C) (which is onto). Let u be a logarithm of p, i.e. a
vector u € tg(C) such that exp(u) = p. In this context, a measure of linear independence of
logarithms is a lower bound for the distance d(u, V') between u and a hyperplane V of ¢ (C)
defined over Q. Usually, such a bound is expressed in terms of the height of the point p and
the height of the hyperplane V' (in the sense of adelic vector bundles, see section 1.1). It is
possible to adapt Baker’s method to this general context. A key stone in the argumentation
is a « multiplicity estimate » on a commutative algebraic group, which is a fundamental tool
in the theory of linear forms in logarithms developed by Wiistholz ([82, Theorem 2], [83]),
Philippon [64], and Nakamaye [62]. The first linear independence measures for logarithms
on an arbitrary commutative connected algebraic group were established by Philippon and
Waldschmidt [66, 67]. Significant improvements were later obtained by Hirata-Kohno [46]
and Gaudron [33]. The rational case of the theory is the one where the hyperplane V is
the tangent space of an algebraic subgroup of G. In this case one can hope to get better
lower bounds for d(u, V'), and it turns out to be particularly important for the applications of
the theory. In the classical setting, it corresponds to the study of linear forms in logarithms
Bo + Brur + - - - + Bpu, where the coefficients §; are in Z, and uq,...,u, are logarithms of
nonzero algebraic numbers. In the rational case, Gaudron [35] proved the following theorem.

THEOREM B (Gaudron, 2007). Assume that for all connected algebraic subgroup G' of G
such that tg:(C) +V # tg(C) and for all positive integer k, we have kp ¢ G'(K). Then there
exists a constant c, independent of h(p) and h(V), such that

(14) log d(u, V) > —cmax{1, h(V)}mE+2 max {1, h(p)} 4™ C.

This measure is the best currently known in terms of iA(p) (previously, the lower bound
was multiplied by a power of log h(p)). However, the assumption made on the point p in the
theorem is relatively strong. In particular, theorem B can not be applied if p is a torsion point.
The condition of theorem B is essential in the demonstration in order to exclude the so-called
periodic case; it ensures that none of the multiples of p belong to particular subgroups of G,
called obstruction subgroups. It can be reformulated as follows : for all connected algebraic
subgroup G’ of G such that t¢/(C) + V # tg(C) and for all positive integer k, we have
ku ¢ te (C)+8 g, where Q¢ is the kernel of the exponential map (called the lattice of periods).
In their articles [66] and [67], Philippon and Waldschmidt have introduced a method to deal
with the periodic case, by the mean of an extrapolation on derivations inspired by the works
of Gel’fond. This tool, which has become classical in the theory of linear forms in logarithms,
is unfortunately relatively heavy to set up in general. More problematically, it turns out that
if we include an extrapolation on derivations in the proof of the main theorem of [35], the
lower bound we obtain is strongly weakened in terms of the height of p, and does not improve
already known results.

In this work, we present a new approach to deal with the periodic case. It relies on the
proof of a variant of a result due to Bertrand and Philippon [4, Corollary 2]. The latter
provides an inequality involving the degree deg(G’) of an algebraic subgroup G’ of G and
the distance d(w,ts (C)) between an element w € Q¢ \ te/ (C) and the tangent space tg:(C).
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This result was already used by Philippon and Waldschmidt throughout their extrapolation
on derivations in their article [67]. In our approach, we apply this tool with a very different
point of view. We will first extend corollary 2 of Bertrand and Philippon [4] to the more
general case where the point w € (tg \ te)(C) is not necessarily a period (lemma 6.4.3, page
113). We then deduce from lemma 6.4.3 that if the distance d(u, V') is too small, then no
multiple of p belongs to an obstruction subgroup of G. Thus, we are able to exclude the
periodic case. Another new feature of our work is to adopt, for the first time in this general
context, the novel approach of the article [38] of Gaudron (which deals with linear groups).
It combines Baker’s method with modern tools of adelic slope theory. This will lead us to
recover theorem B, without the assumption on p.

THEOREM 3. If u doesn’t belong to the hyperplane V, there exists a constant c, inde-
pendent of h(p) and h(V'), such that

log d(u, V) > —cmax{1, h(V)}m G2 max {1, h(p)}imC,

We will actually prove much more general results, which apply for subspaces V' of any
dimension ; this is the question of simultaneous measures of linear independence of logarithms,
which corresponds to the study of several linear forms in the classical setting. Moreover, our
results will be made much more precise in part 2. They generalize all the theorems of [35]
(since they apply without the technical hypothesis on p), and they also improve the lower
bounds. For the sake of clarity, we have assumed that the vector u belonged to the complex
vector space tg(C) in this introduction. However, we will also prove ultrametric analogues of
theorem 3, by working over a field C,, where v is any place of K (archimedean or not).



Chapitre 1

Rappels et résultats préliminaires

Ce chapitre regroupe les définitions et les rappels dont nous aurons besoin dans la suite.
Signalons que la seconde partie de cette these utilise uniquement les résultats du paragraphe
1.1.

1.1. Rappels de la théorie des fibrés vectoriels adéliques

Soit K un corps de nombres. L’objectif de cette partie est de rappeler quelques éléments
de la théorie des pentes des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok, introduite par Bost dans
les années 90. Nous présentons ici ces notions dans le cadre plus souple des fibrés vectoriels
adéliques. Cette généralisation a été dévelopée par Gaudron dans I’article [36], dont la plupart
des définitions et des résultats présentés ici sont issus.

1.1.1. Premiéres définitions.

DEFINITION 1.1.1. Un fibré (vectoriel) adélique sur K est la donnée E = (E, ||.||s)vesk
d’un K-espace vectoriel E et, pour chaque place v de K, d’une norme |||, sur F @k C,
satisfaisant les conditions suivantes :

(1) il existe une base (e1,...,e,) de E sur K et une partie finie S de Xx s telle que
are1 + ...+ aneplle = max(|aily, ..., |an|s) pour toute place v € Y ¢ \ S et pour
»f
tout vecteur (a,- - ,a,) € CI';

(2) pour toute place v € Xk, la norme ||.||, est invariante sous l’action du groupe de
Galois Gal(C,/Ky,) : si (s1,...,S,) désigne une base de E ® K, sur K,, alors
lo(a1)sr + ...+ 0(an)snllv = [|larsi + ... + ansnllv
quels que soient o € Gal(C,/K,) et (a1,...,a,) € CI;

(3) siwv € Xy, alors la norme ||.||, est ultramétrique :

Is + 8'llv < max(||sllv, [|§'[lv) ¥ s,s" € E@k Co.
Si E est de dimension 1, nous dirons que E est un fibré en droites adélique sur K.

DEFINITION 1.1.2. Un fibré adélique (E, (||.||g,0)ves, ) est dit pur si pour toute place v
de K et tout « dans F, la norme ||z| g, appartient a |K,|, (remarquons que cette condition
est automatiquement vérifiée pour les places archimédiennes de K). Un fibré adélique est dit
hermitien s’il est pur et si les normes aux places archimédiennes de K sont hermitiennes.

L’anneau des adeles de K est défini par

Ka = {a: = (Zy)vexg € H K, | z, € Ok, sauf pour un nombre fini de v € EK} )
VEX K

En termes plus concrets, un fibré adélique hermitien (E, (||.||g,v)v) sur K de dimension n est

la donnée d’un K-espace vectoriel E' de dimension n muni, pour chaque place v de K, d’une

norme ||.||g, sur E ®k C, satisfaisant la condition suivante : il existe une K-base (eq, ..., ep)

de E et une matrice adélique a = (ay)ven, € GL,(Ka) telles que, pour toute place v € Y,

la norme sur E ® g C,, est donnée par

n
Vx= (1'1, ,xn) € (CZa || inei”Eﬂ) = |av(x)|27v.
i=1

27
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EXEMPLE 1.1.3. Soit n un entier naturel non nul. On munit ’espace vectoriel K™ d’une
structure naturelle de fibré adélique hermitien en considérant la norme |.|2, sur C? pour
chaque place v de K. Nous dirons dans ce cas que K™ est muni de la structure triviale de
fibré adélique. Soit E est un espace vectoriel de dimension n et soit (e, ..., e,) une base de
E. Cette base permet d’identifier F a K™, et fournit ainsi une structure de fibré adélique
hermitien (E, (||.||gv)vesk) & E. Pour chaque place v de X la norme ||.||g,, obtenue est
donnée par :

YV (21,...,2n) €CY, |lzier+ -+ znenllzo = (21,5 2n)|2,0-

1.1.2. Bases orthonormées et défaut d’hermitianité. Soit £ = (E, (||.||g.v)vesy)
un fibré adélique de dimension r > 1.

DEFINITION 1.1.4. Soit v une place de K. Une base (e1,...,e,) de E @k C, est dite
orthogonale pour la norme ||.||, si

T
larer + - + arer|lpp = (;:1 ||ai€z'H2E7v)1/2 si v est archimédienne,

maxi<i<r |la;e;|l,  sinon.

pour toute famille (a;)1<;<, d’éléments de C,,. Si de plus la base vérifie | e;|| g, = 1 pour tout
i€ {l,...,r}, on dit qu’elle est orthonormée.

Lorsque E est hermitien, le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt permet de
construire une base orthonormée de F ® C,, pour toute place archimédienne v de K. Cette
propriété n’est pas vérifiée dans le cas ultramétrique. Cependant, on dispose de ’analogue
asymptotique suivant.

PRrROPOSITION 1.1.5 (Corollaire de la proposition 3.1 de [14]). Soit v une place ultramé-
trique de K et soit o € [0, 1] un nombre réel. Soit L, une extension compléte de K (pour la
valeur absolue |.|, ). Considérons un drapeau complet

E®kxL,=E, 2FE._12 -2 E 2{0}
de E @k L,. Alors il existe une base e = (e1,...,e.) de E Qk L, telle que

« 112'52(7" ||a"iei||E,v < Halel + .4+ ClrerHE',v < 112?%(7" ||aieiHE,'u

pour toute famille (a;)1<i<r d’éléments de L., et vérifiant card(E; Ne) = i pour tout i €
{1,...,r}.

Signalons que la proposition 3.1 de [14] est plus générale, car elle donne un résultat valable
pour un corps quelconque muni d’une valeur absolue ultramétrique. Par ailleurs, remarquons
que si E est pur, la base e de la proposition 1.1.5 peut étre choisie telle que ||e;]|g» = 1
pour tout i € {1,...,r}. Nous allons maintenant définir le défaut d’hermitianité de E. Soit
v une place de K. Pour toute K,-base (e1,...,¢e.) de F @k K,, on définit le nombre réel
o(e1,...,e.) comme la borne inférieure des produits ab, ou a et b appartiennent a |K,|, et
vérifient : pour tout x = Z:Zl re; € E®g K,, on a

a (@1, 20) |20 < Jl2llB0 < Bl(21,- - 20)

On notera d,(E) la borne inférieure des quantités §(e1, . .., e,), o (e1, ..., e,) parcourt les K-
bases de E® ¢ K,,. D’apres la proposition 1.1.5, on a §,(E) = 1 pour toute place ultramétrique
de K lorsque E est pur. Dans ce cas, on a donc

[ sl o ] 6,(F)KQl/ KA e R,

VEX K VEXK, oo

DEFINITION 1.1.6. Le défaut d’hermitianité (normalisé) de E est la quantité
H 8o K Q.]/[K:Q]

VEXK, oo
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Cette quantité mesure la distance séparant £ d’un fibré adélique hermitien, et I'on a
AL(E) = 1 si et seulement si E est hermitien. Dans le cas général, on a ’encadrement
1 < AL(E) < (2dim E)/? (voir [36, page 51]; remarquons que dans Particle [36], le défaut
d’hermitianité n’est pas normalisé par le degré du corps de nombres).

1.1.3. Opérations sur les fibrés adéliques. Considérons deux fibrés vectoriels adé-
liques E = (E, (|||l g0)v), F = (F,(||.]lF,v)v) sur K. Notons r = dim E et s = dim F.

Sous-fibré et quotient. Nous dirons que F est un sous-fibré adélique de E si F C E et si
la structure de fibré adélique de F' correspond & celle induite par celle de E : pour chaque
place v de K la norme |||, correspond a la restriction de ||.||g, & F @k C,. Si F est un
sous-fibré adélique de E, nous noterons F C E . Dans ce cas, on peut construire le fibré
adélique E/F = (E/F,(||.||g/Fu)v), en considérant les normes quotient : si v est une place

de K et si T est un élément de (E/F) @k C,, alors
1Tl g/pw = inf{||z]|gW | * € E®K Cy, T=2 mod F®p C,}.

Fibré dual. On définit le fibré adélique dual de E, noté FV, donné par les normes d’opé-
rateurs

lllo = sup { o)l |, <E®<cv>\{0}},

]| 2,0
ol ¢ est un élément de (F®C,)Y. De fagon plus générale, on peut munir le K-espace vectoriel
Hompg (E, F) d’une structure de fibré adélique en considérant pour chaque place v de K la
norme d’opérateur sur Homg (F, F') ® ¢ C, définie par

el = sup{”“’“)”“ 2 € (BEoxCo)\ {0}}.

]| 2,0
Somme directe. On définit le fibré adélique E@® F d’espace sous-jacent E@ F et de normes

2 2 1/2 . . z 1:
(”IHEv + Hy||fv) si v est archimédienne,

I 9)lzer. {max{”x”EW, lyllF.,} st v est ultramétrique,
pour tous € E® C, et y € F ® C,,. Si E et F sont hermitiens, alors E @ F est hermitien.
Produit tensoriel. L’espace vectoriel E® g F est isomorphe & Homg (EY, F'). On pourrait
donc munir £ ® F de la structure de fibré adélique induite par celle de Homg (EY, F).
Cependant, contrairement au cas de la somme directe, si E et F sont hermitiens, alors cette
construction ne fait pas de E ®x F un fibré adélique hermitien en général (voir [36, page
43]). Pour pallier & ce probléme, il suffit de choisir des normes convenables en les places
archimédiennes, comme dans [38, § 3.3] : soit v € Xk une place archimédienne et soient
(e1,...,er) et (f1,..., fs) des bases orthonormées des espaces vectoriels E®y C, et F @k C,
respectivement. On munit alors espace vectoriel E®x F @k C, de 'unique norme ||.||gg « 7.v
rendant la base (e; ® f;)i<i<r,1<j<s Orthonormée :

V (2i;) €C 1D wijei ® fill pox o = (@i s)ijl2.
i,

En les places ultramétriques, on définit la norme ||.||ggFo sur E @k F @k C, induite par
I'isomorphisme F ®x F ~ Homg (EY, F). On note alors E @k F = (E Qk F, (||.||EoxFo)v)
le fibré adélique obtenu. Si E et F sont hermitiens, alors il en est de méme de E ®x F.

Puissance symétrique et puissance extérieure. Si £ est un entier naturel, nous noterons
S*(E) sa puissance symétrique (-iéme de l'espace vectoriel E. C’est un quotient de E®¢, que
I’on peut donc munir de la structure de fibré adélique induite par celle de EW. Nous noterons
SY(E) le fibré adélique correspondant. On peut expliciter la norme ||| g5, pour une place
archimédienne v de K. Si (ey,...,e,) est une base orthonormée de F ® KV(CU, alors la base
{elt o elr |i= (ij)1<j<r € N", |i| = £} de S*(E) est orthogonale et la norme de ses éléments

vérifie
N . il 1/2
||€1 Ty HSfE,v - g
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(voir [36, page 46]). Si ¢ < r = dim F, la f-iéme puissance extérieure /\(ZE de E est
également un quotient de E®’. Pour toute place ultramétrique v de K, on munit Pes-
pace vectoriel (/\é E) ®k C, de la norme quotient HH/\"EU induite par ||.||gee,. Si v est
une place archimédienne de K et si (e1,...,e,.) est une base orthonormée de F @k C,
pour la norme ||.||g,,, on note ||H/\£E'U I'unique norme sur (/\é E) ®k C, rendant la base
{ei, N\---Nej, | 1 <iy <--- <ig <r} orthonormée. Remarquons que contrairement au cas
des places ultramétriques, cette norme n’est pas exactement la norme quotient de ||| gec ,
(un facteur /¢! différencie ces normes, voir [40, page 572]). Ces définitions fournissent une
structure de fibré vectoriel adélique a /\e E, et on note /\ZE le fibré adélique ainsi construit.
En particulier, le déterminant det £ = /\dimE FE est muni d’une structure de fibré adélique
(notée det E). Si E est un fibré adélique hermitien, alors SE et A“E sont hermitiens.

1.1.4. Degré d’Arakelov et hauteur. Considérons un fibré adélique non nul E =
(E,(|l.llg,0)vesk) sur K et posons r = dim E. Rappelons que 'on a noté Ka l'anneau des
adeles de K. Considérons la boule

B#(0,1) := {2z = (zy)vexx € EQx Ka | |To]|lpp <1V veE Xk}

et fixons une mesure de Haar vol sur le groupe localement compact (K, +) (voir 'appendice
au chapitre 2 de [70]).

DEFINITION 1.1.7. Soit ¢: E — K" un isomorphisme. Notons F = (K", (|.|2.0)vesy ) le
fibré adélique trivial de dimension r. Le degré d’Arakelov (normalisé) de E est le nombre réel

—_ vol(é(Bg(0,1))
)= (i) )

Par convention, on pose d/eTgn({O}) = 0. La hauteur h(E) de E est alors définie par h(E) :=
—deg, (E).

Comme toutes les mesures de Haar sur (K7 , +) sont proportionnelles (voir [70, page 115]),
cette définition ne dépend pas du choix de la mesure vol. Par la formule du produit, elle est

également indépendante du choix de I'isomorphisme ¢: F — K". Nous disposons également
d’expressions alternatives du degré d’un fibré adélique, que nous résumons maintenant.

LEMME 1.1.8 (Lemme 4.4 de [36]). Si E un fibré en droites adélique sur K, alors pour
tout vecteur non nul s de E, on a ’égalité

T T K, :Q,
Joe,(B) = - 3 L os sl
VEX K ’

PROPOSITION 1.1.9 (Corollaire 4.10 de [36]). Si le fibré adélique E est hermitien, alors
on a

deg, (E) = deg, (det E).
Le résultat suivant est un cas particulier des propositions 4.19, 4.22 et 4.23 de [36].

ProposiTIiON 1.1.10. - (1) Supposons que E est hermitien. Si F C E est un sous-
fibré adélique de E, alors on a l’égalité
hE/F) = h(E) — h(F).

(2) Supposons que E est pur. Si E1 et Eo sont deuz sous-fibré adéliques de E, alors on
a

WEy @ E2) = h(E1) + h(E>)
et
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Si K’ est une extension finie de K, alors pour toute place v € Y+ au dessus d’une
place v de K, on considére la norme ||.||g,s définie de la fagon suivante. Si o’: K’ < C, et
o: K — C, sont des plongements associés respectivement a v’ et v, alors pour toutes familles
finies d’éléments e; € E, z; € K', y; € C,, on pose

’ §:€z®o xzyﬂ

DEFINITION 1.1.11. Soit K’ une extension finie de K et soit s € F @x K’ un vecteur non
nul. La hauteur (logarithmique, absolue) de s est définie par

et = Y e og sl

vVEX per

Z(ei Rk Ti) Qo Yi

%

E v Ev

La hauteur de s sera notée plus simplement h(s) si aucune confusion n’est possible. Par
la formule du produit, h(As) = h(s) pour tout A € (K’)*. Cette définition est également
invariante par extension finie de corps. En effet, si L/K’ est une extension finie, alors

Ky : Q] _ (Lo KK : Q)
> rallelsle, = ¥ Y el

VED o/ VES o wEX L ,w|v

[Lw:Qw]
= = log||s| E,w-
P

Cette propriété permet de définir la hauteur de tout élément non nul de E ® ¢ K. La propo-
sition suivante est une généralisation de I'inégalité d’Hadamard.

PRrOPOSITION 1.1.12 (Proposition 4.13 de [36]). Soit (e1,...,eqimE) une K-base de E.
Si E est pur, on a linégalité

dim F dim F
Z h(ei) +1log(An(E))dimE < ) h(e 210g(2dimE)dimE.

i=1

1.1.5. Eléments de théorie des pentes adélique. Soit E un fibré adélique pur sur
K de dimension supérieure ou égale a 1.

DEFINITION 1.1.13. La pente d’Arakelov normalisée de E est

o~ deg,(E)
Z(E) = —2—,
in(E) dim F

D’apres la proposition 5.3 de [36], 'intersection de I’ensemble
T(E) = {(dim F, deg, (F)) | F ¢ }
avec {(z,y) | y > t} C R? est finie pour tout nombre réel ¢. L’enveloppe convexe de Y(E)
est délimitée par une fonction concave et affine par morceaux Pz: [0, dim E] — R. Pour tout
entier i € {1,...,dim E}, on définit la i-¢éme pente de E, notée fi;(E), en posant
fi(E) = Pg(i) — Pg(i — 1)

(voir [36, définition 5.9]). Nous allons rappeler les propriétés vérifiées par ces pentes dont
nous aurons besoin, qui sont démontrées au paragraphe 5.2 de [36].

ProrosiTiON 1.1.14. On a :
(1) Y F fii(B) = deg, (E) ;
(2) faim 2(B) < - < in(E) ;
(3) m(E) = max{i,(F) | F C B, F #{0}} ;
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(4) si E est hermitien, alors pour touti € {1,... ,dim E},
o~ —~ —V
Hi(E) = —fidim B—it1(E ),
et
1;(F) = min max fi, (E1/Es),
Eo Eq
ot By et E5 parcourent les sous-espaces vectoriels de E tels que E5 C Ey, dim Ey > 14,

Dans la suite, nous noterons fimax(E) = fi1(E) = max{jin(F) | F C E, F # {0}}. Cette
quantité est appelée pente maximale de F.

EXEMPLE 1.1.15. Si E est muni d’une structure de fibré adélique triviale comme a

Pexemple 1.1.3, alors toutes ses pentes successives fi1(E), ..., ldim £(F) sont nulles.

Considérons le premier minimum logarithmique de E (au sens de Roy et Thunder [73]),
défini par A\;(£) = mingey 103 M(7). La proposition suivante est due & Gaudron [36], et relie
cette quantité & la pente maximale de E.

PROPOSITION 1.1.16 (Corollaire du théoréme 5.20 de [36]). Si E est pur, on a l’encadre-
ment :

1 _
—log Ap(E) < fimax(E) + M1 (F) < 5 log(dim E) 4+ n + log Ap(E),
ot n est une constante ne dépendant que de K.

Dans la suite du texte, nous serons amenés a comparer la pente maximale d’un fibré
adélique hermitien avec celles de ses puissances symétriques, au moyen du résultat suivant.

PROPOSITION 1.1.17 (Proposition 3.16 de [38]). Si E est un fibré adélique hermitien,
alors pour tout entier £ > 1, on a l’inégalité

fimax(SE) < £(fimax(B) + 2log(dim E)).
On obtient le corollaire suivant dans le cas d’un fibré adélique pur.
COROLLAIRE 1.1.18. Supposons que E est pur. Pour tout entier £ > 1, on a l'inégalité
Finax(S'E) < ((finmax (B) + 2log(dim E) + log A, ()
< (Jimax (E) + 2log(dim E) 4+ max{1, log(dim E)}).

Démonstration : Soit € > 0. 1l existe un fibré adélique hermitien E. = (E, (||.|c.0)ves)
tel que

fimax(SE) < fimax(S°E2) et fimax(E2) < fimax(E) + log(An(E)) + log(1 + ¢)
(voir [36, page 86]). En appliquant la proposition 1.1.17, on en déduit que
fimax (SYE) < £(fimax(E) + 2log(dim E) 4 log(A,(E)) + log(1 + ¢)),
et on obtient la premiére inégalité en faisant tendre € vers 0. La seconde découle quant a elle
de la majoration log A, (E) < 1log(2dim E) < max{1,log(dim E)}.

O

Nous aurons également besoin d’une estimation de la pente maximale d’un produit tenso-

riel de fibrés adéliques. Dans le cas d’un produit tensoriel avec un espace vectoriel de dimension
1, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 1.1.19 (Propriété 5.7 (1) de [36]). Soit F un fibré adélique sur K tel que
dim F = 1. Supposons que E et F sont purs. Alors limax(E @k F) = [imax(E) + deg, (F).
Nous disposons également d’un énoncé plus général, qui fait I'objet de la proposition

suivante. Dans le cas hermitien, ce résultat est un théoréme de Bost et Chen [9, théoréme A],
qui améliore une majoration similaire de Gaudron et Rémond [40].
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PROPOSITION 1.1.20. Soit ¢ > 1 un entier naturel et soient E+, ..., E, des fibrés adéliques
purs sur K. On a les inégalités

l 14 £
~ —= N — 1 . _
HMmax <§ Ez) S i:ZleaX(Ei> + 5 ;(log(dlm E’L) + IOg AD(EZ))
14 3 £
< Zﬁmax(ﬁi) + 3 Zmax{l,log(dimEi)}.

i=1 =2

Démonstration : Comme nous I'avons mentionné, ces majorations correspondent au théo-
réme A de [9] dans le cas ol tous les fibrés adéliques E1,...,E,; sont hermitiens. Le cas
général se démontre de la méme facon que pour le corollaire 1.1.18. Soit ¢ > 0. Pour
tout i € {1,...,£}, il existe un fibré adélique hermitien F; . = (Ej, (||.|lv.c)vex,) vérifiant

Pmax(Eie) < fmax(E;) +1og(An(E;)) +log(1 + €) et tel que 'on ait

£ 0
ﬁmax <®Ez> S ﬁmax <®Ez,s>
i=1 i=1

(Pexistence de ces fibrés adéliques découle du lemme 4.3 de [36]). En appliquant la proposition

aux fibrés adéliques hermitiens E1 ., ..., Fyc, on en déduit que
¢ ¢ B 1 B
Imax (@ Ez> < Zl Hmax (F:) + 3 ;(log(dim E;) 4+ log A (E;) + log(1l + ¢)),

et on conclut en faisant tendre e vers 0 et en appliquant les majorations log A, (E;) <
max{1l,logdim F;}, 2 <7 < m.
O

Nous terminons ce paragraphe avec une évaluation de la pente maximale de la somme
directe de fibrés adéliques hermitiens.

_ ProrposiTioN 1.1.21 (Propriété 5.7 (2) de [36]). Soit £ > 1 un entier naturel et soient
FEq, ..., E; des fibrés adéliques hermitiens sur K. On a

L
Hmax <691 Ez) = 112?%(5 Pmax (E;)-

1.1.6. Lemmes de Siegel. Un lemme de Siegel est un outil récurrent dans les démons-
trations de transcendance. Il permet de construire un vecteur non nul s de petite « taille »
dans un K-espace vectoriel F, de sorte que s soit solution d’un systéme d’équations linéaires,
voire d'un systéme d’inéquations (on parle alors de lemme de Siegel approché). Dans le lan-
gage des fibrés adéliques, le mot « taille » désigne la hauteur de s. Quant F est 1’espace des
sections globales d’un fibré inversible (par exemple, un espace de polynémes), ce vecteur est
couramment appelé section auxiliaire. De nombreuses versions sont apparues dans la litté-
rature depuis I’énoncé originel de Siegel en 1929 (voir par exemple [5, 37, 39]). Dans leurs
premiéres versions, les majorations de la hauteur de s faisaient intervenir le discriminant du
corps de nombres K. Il est possible de s’affranchir de cette dépendance en construisant la
section s dans I'espace E @ Q, comme I'ont montré Roy et Thunder [72]; on parle alors de
lemme de Siegel absolu. Pour un historique plus complet sur ces avancées, nous renvoyons a
Particle de Gaudron [38, § 4], dont le « lemme de Siegel approché absolu » que nous présentons
est issu.

Soit E et F deux fibrés vectoriels adéliques hermitiens sur K. Soit vy € ¥k une place de
K et soit Ag: £ ®k C,, = F ®x C,, une application C,,-linéaire. On considere la norme
« tordue » ||.|| gy, Sur E @ C,, définie par :

max{||z|| ,vy, [[Aox|| Fvy} i vo est finie,

Ve € E Qg (C'um ||-'17||E0,’Uo = { (||.T||2EU0 + HAO:L'”%’,UO)I/Z sinon.
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On construit alors un nouveau fibré adélique Eq = (E, (||.|| gy.0)vesy ), en posant |||z, =
l.|| 2,» pour toute place v # vy de K. Nous pouvons alors énoncer une version simplifiée du
« lemme de Siegel approché absolu » de [38, page 24].

LEMME 1.1.22. En conservant les notations ci-dessus, il existe un vecteur non nul x de
FE Qg K tel que

I‘g140 [Kvo :Qvo]
hg, (@) < G E (K : Q]

Remarquons que 1’énoncé ci-dessus reste valable si I’on supprime la condition du pureté
dans la définition d’un fibré adélique hermitien (voir [38]). Il peut s’avérer utile d’imposer
des contraintes sur le vecteur x que nous construisons. On parle alors d’'un « lemme de Siegel
avec contrainte », ou encore de « lemme de Siegel d’évitement ». L’exemple suivant est un
cas particulier d’un théoréme de Gaudron [37].

1, S
log, (2[[4olu, ) + 5 log(dim B) — fin (E).-

THEOREME 1.1.23 (Corollaire du théoréme 1.1 de [37]). Soit K un corps de nombres de
discriminant Dy . Soit E un fibré adélique pur de dimension £ > 1 sur K, et soit E1 un sous
espace vectoriel de E de dimension {1 < £. Posons

H := (410U Dgc )2 exp (~[K : Qliin(E)) -

Il existe un vecteur s € E \ E; tel que

ex s max H(2dim E,)[%:Q/2 = H e
p(h(s)) < H L (exp(—[K : Q]ﬁn(El))) ’ (eXp([K : Q])‘I(El>))

REMARQUE 1.1.24. Dans la majorité des énoncés du paragraphe 1.1, nous avons imposé
que les fibrés vectoriels adéliques étaient purs. Cependant, il est possible d’introduire la no-
tion de défaut de pureté, qui joue un role similaire au défaut d’hermitianité, et qui permet
d’adapter la plupart des résultats que nous avons présentés pour des fibrés adéliques impurs
(voir [37, § 2.1.3]). Nous avons fait le choix de ne pas détailler ces constructions, car les fibrés
vectoriels adéliques que nous manipulerons dans la suite seront systématiquement purs (et
méme hermitiens dans la partie 2).

1.1.7. Convention. Dans la suite du texte, un fibré adélique F sera désigné simplement
par son espace vectoriel sous-jacent F afin de ne pas alourdir les notations.

1.2. Groupe de Picard et diviseurs de Cartier

DEFINITION 1.2.1 (Définition 5.1.21 de [54]). Soit X un schéma. Nous dirons qu’un
faisceau de Ox-modules .Z est un fibré inversible si pour tout point z € X, il existe un
voisinage ouvert U de x et un isomorphisme de Oy-modules £y ~ Oy . Si X est noethérien,
Z est un fibré inversible si et seulement s’il est cohérent et si £ est libre de rang 1 sur Ox ,
pour tout z € X.

Si .Z est un fibré inversible sur un schéma X, nous noterons

Si % et £ sont deux fibrés inversibles sur X, leur produit tensoriel £ ® % est un fibré
inversible. De plus, on a .Z ® Ox = .Z pour tout fibré inversible .Z sur X, et si .#~! désigne
le faisceau de modules dual de . (défini par £~ H(U) = Homg, 1) (L (U), Ox(U)) pour
tout ouvert U de X), on a par ailleurs . ® £~! ~ Ox. On en déduit que I'ensemble des
classes d’isomorphisme de fibrés inversibles sur X est un groupe, que l'on note Pic(X). On
pose également Picg(X) = Pic(X) ®z Q.

DEFINITION 1.2.2. Soit S un schéma de base et soit X — S un schéma. Un fibré inversible
£ sur X est dit tres ample sl existe une immersion fermée dans un espace projectif ¢: X —
P% telle que .Z ~ Ox(1) := L*ﬁpg(l). Nous dirons que .Z est ample s’il existe un entier
naturel n tel que .£®" soit ample. Un élément de Pic(X) est dit ample s’il est représenté par
un fibré inversible ample.
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La définition d’amplitude s’étend naturellement aux éléments de Picg(X) : un élément
& de Picg(X) est dit ample 'il existe un entier r tel que £®" soit ample.
Dans la suite de ce paragraphe, on fixe un schéma X.

DEFINITION 1.2.3. Le faisceau des germes de sections méromorphes de X, noté Kx, est
défini comme étant le faisceau d’algebres associé au pré-faisceau

U~ S(U) tox(U)

qui & un ouvert U de X associe la localisation de &x(U) en I'ensemble S(U) des éléments
f € Ox(U) dont le germe f, est un élément régulier de Ox , pour tout x € U (c’est & dire
que f, n’est pas un diviseur de 0 dans €x ). On note K% le faisceau des éléments inversibles
de ]Cx.

DEFINITION 1.2.4. On note Div(X) le groupe H(X, K% /0%). Les éléments de Div(X)
sont appelés les diviseurs de Cartier de X. Un diviseur de Cartier est dit principal si c’est
I'image d’un élément de H(X, K% ) dans Div(X). Si f € HY(X,K%), on note div(f) € Div(X)
le diviseur de Cartier principal associé. Deux éléments D1, D2 de Div(X) sont dits linéairement
équivalents si Dy — Dy est principal. On note CaCl(X) le groupe des classes d’éléments de
Div(X) modulo la relation d’équivalence linéaire.

REMARQUE 1.2.5. Par définition, on peut associer & un diviseur de Cartier D € Div(X)
une famille (U;, f;)ies vérifiant :

(1) pour tout i € I, U; est un ouvert de Zariski de X et f; = a;/b; est le quotient de
fonctions régulieres a;, b; € Ox(U;), avec b; , € Ox 5 régulier pour tout z € U;.

(2) X =Uie, Ui
(3) pour tous 4,j € I, fijy,nu, € fj|UmUj Ox(U;NU;j).

Un diviseur de Cartier D € Div(X) est dit effectif il appartient & I'image de 'application
canonique

H(X,0x NK%) — HY(X,K%/0%).

En particulier, un diviseur est effectif s’il peut étre représenté par une famille (U;, f;)icr telle
que pour tout ¢ € I, on ait avec f; € Ox(U;) (autrement dit, la fonction f; n’a pas de pole sur
U;). Un diviseur de Cartier D est dit nef si pour toute courbe algébrique irréductible C' dans
X, Pintersection (D - C') de D avec C vérifie (D - C) > 0 (voir [52, § 1.1.C]). Ces définitions
ne dépendent que de la classe d’équivalence linéaire de D, et s’étendent donc aux éléments
de CaCl(X).

Le résultat suivant est bien connu et permet d’identifier les classes d’équivalences des
diviseurs de Cartier et des fibrés inversibles sur X.

PROPOSITION 1.2.6 (Proposition 7.1.32 de [54]). Supposons que X est une variété quasi-
projective sur un schéma noethérien. On a un isomorphisme de groupes

p: CaCl(X) — Pic(X).

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que I’hypothese de la proposition est vérifiée.
Etant donné un diviseur de Cartier D sur X, on notera Ox (D) = p([D]) € Pic(X) I'image de
sa classe d’équivalence par l'isomorphisme p. Un fibré inversible est dit dit effectif (respecti-
vement nef) si I'image réciproque de sa classe d’isomorphisme dans Pic(X) par p est effectif
(respectivement nef). On vérifie immédiatement que si .2 € Pic(X) est effectif, alors .Z®" est
effectif pour tout r € N\ {0}. Nous dirons qu'un élément .2 de Picg(X) est effectif s’il existe
un nombre entier r € N\ {0} tel que £®" soit un élément effectif de Pic(X). L’ensemble
des classes de fibrés inversibles effectifs de Picg(X) forme un cone, appelé le cone effectif de
Picg(X). Enfin, on peut vérifier que si .Z € Pic(X) est effectif, alors £ possede une section
globale non nulle, i.e. H(X,.%) # {0}.
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1.3. Métrique sur un fibré inversible

On considére une variété projective X définie sur K. Pour toute place v de K, on note
X2 Pespace analytique associé au C,-schéma X¢, (au sens de Berkovich si v est une place
finie). Sans entrer dans les détails, mentionnons que X2" est un espace topologique compact
contenant X (C,). La topologie induite sur X (C,) est plus fine que la topologie de Zariski, et
I'on dispose d’un morphisme d’espaces localement annelés j,: X3* — X dont la restriction
de j, & X(C,) envoie chaque élément de X(C,) sur son point correspondant dans X. Pour
tout point x de X, on note Ox , 'anneau local défini par x. Si £ est un fibré inversible sur
X, on note %, le Ox z,-module des germes de £ en z.

1.3.1. Premiéres définitions.

DEFINITION 1.3.1. Soit .Z un fibré inversible sur X. Une métrique sur .Z est la donnée,
pour chaque place v de K, d’une application qui associe & chaque point z de X(C,) une
fonction ||.||,(z): £ ®ex, Cu — Rxp telle que pour tout ouvert U de X et toute section
s € HO(U, %) @k C,,

application [|s]|,: © +— |[|s]|lv(x) s’étend en une fonction continue sur our la
1) lapplicati "étend f i ti Uuax (p |
topologie induite par celle de X3"),

(2) pour toute fonction continue f € Ox(U) ® C, et tout x € U(C,),
1fsllo(@) = 1f(@)]o]ls]lo (),
(3) sixz € U(C,) est tel que s(x) # 0, alors ||s|,(z) # 0.

REMARQUE 1.3.2. La condition de continuité 1 nous permettra de définir la norme sup
d’une section de .Z. Les conditions 2 et 3 impliquent que pour tout point z de X(C,), une
métrique sur .Z définit une norme |.||,(z) sur %, ® C, pour chaque place v de K (cette
norme est ultramétrique si la place est finie).

On appelle modele de (X, %) un Ok-schéma projectif et plat X muni d’un fibré inversible
£ tel que X = X x4, Spec(K) et Z = £ ®¢, K. Soit v une place finie de K ; on note

» Panneau de valuation de C,. Soit € X(C,) et & € X(&0,) un point prolongeant x :
= T|8pec k- Oi 5 € L, ® C,, on pose

eo(z) =inf{|t|, | t € CY, t71s € 7*L}.

8 Q)

Is

Cette définition définit une application ||.|[e, qui satisfait aux conditions de la définition
1.3.1.

DEFINITION 1.3.3. Soit .Z = (£, (||.||v)vesy ) la donnée d’un fibré inversible £ sur X
muni d’une métrique (|||l )vex, - On dit que £ est un fibré inversible adélique si la métrique
satisfait aux conditions suivantes :

(1) pour toute place v € Xk, |.||, est invariante par laction du groupe de Galois
Gal(C,/K,);

(2) il existe un modele (X, £) de (X,.Z) tel que ||.||l, = |-
en dehors d’un nombre fini.

¢,0 pour toute place v € X ¢

Une telle métrique est appelée métrique adélique. Dans la suite, on notera ||s(z)||, plutot que
[l ().

EXEMPLE 1.3.4. Soit .Z un fibré inversible trés ample sur X et soit (sq,...,s,) une base
de H(X, #). Pour toute place v de K, tout z € X(C,) et toute section s € HY(X, %) \ {0}
ne s’annulant pas en x, on pose

La métrique (||.||v)vex, ainsi définie est adélique.

1.3.2. Opérations sur les fibrés inversibles et métriques.
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Produit tensoriel. Si (Z1, (||-|l1,v)vesk) €t (L2, (||-]]2,v)vesy ) sont deux fibrés inversibles
munis de métriques sur X, il est possible de définir une métrique produit sur .4 ® % de
la fagon suivante. Pour toute place v € Xk, pour tout x € X(C,) et toutes sections s; de
L ®C, et s de £ ® C, définies au voisinage de x, on pose

151 @ s2(2)ll0 = [[s1(2)[|o[[s2(2)]|o-

Si de plus 21 = (||.]1,v)vesk €t L2 = (||.l|l2,0)ves, sont adéliques, alors (||.||y)vex, €st une
métrique adélique, et on note £ ® Z; le fibré inversible ainsi défini.

Métrique tirée en arriére. Par ailleurs, si ¢: Y — X est un morphisme de variétés pro-
jectives sur Spec(K) et si .Z = (£, (||.|ls)vesy ) est un fibré inversible adélique sur X, on
munit le fibré inversible ¢*.% sur Y d’une métrique adélique de la facon suivante. Soit v une
place de K. Pour tout point y € Y(C,) et pour toute section sy = ¢*s ne s’annulant pas en
y, on pose [sy (y)llv = [|s(¢(y))]l-

Fibré inversible dual. Soit £ = (Z, (||.||lv)vesy) est un fibré inversible adélique sur X.
Considérons le fibré inversible dual .Z~! de . (défini au paragraphe 1.2). On définit une
métrique sur .2~ de la facon suivante. Soit v une place de K et soit x € X (C,). Considérons
un voisinage ouvert U de z dans X et une section v € H(U, .,2’1(_]1) La section v est une appli-
cation v: H(U, Zy) — Ox (U) vérifiant v(f - s) = fr(s) pour toute section s € H(U, L)
et toute fonction f € Ox(U). Supposons que le germe de v ne s’annule pas en z. Il existe une
section s € HO(U, £y ) telle que s(x) # 0 et (v(s))(z) # 0. On pose alors

(v (s)) (@)
Is(@)llo

Cette définition ne dépend pas du choix de la section s, et on munit ainsi .2~ d’une métrique

lv(@)llo =

—1
adélique. On note .Z ~ le fibré adélique associé.

1.3.3. Hauteur associée a un fibré inversible adélique. Soit .Z = (&, (||.||v)vesy )
un fibré inversible adélique sur X. Soit vy une place de K et soit L une extension finie de K.
Pour toute place v de L au dessus de vg, on note o,: L — C,, le plongement associé & |.|,.

DEFINITION 1.3.5. Soit L une extension de K et x un point de X (L). Considérons une
section locale s de & telle que s(x) # 0. On définit la hauteur (absolue) de z relativement &
£ comme

hepte) = = 32 g sl @)l

Cette définition ne dépend pas de la section s choisie (par la formule du produit) ni du
corps L. En effet, si L' est une extension finie de L, alors

) = = 3 Fpigtosle(eel

- -y ¥ B osu @,
vEXL weX r,wlv ’ ’

= — 7[112,:@1”]0 S(ow (T
= wZ g e lsu@)lu-

On peut ainsi définir la hauteur de tout point € X (K). Par la formule du produit, on a
hgfl(m) = —hz(x). De plus, si ¢: Y — X est uninorphisme de varLéoés ijectives sur
Spec(K), on a hz=(x) = hz(p(x) pour tout z € X(K). Par ailleurs, si £ et £ sont deux

fibrés inversibles adéliques, on a h .= (¥) = h (z) + hg, () pour tout point z € X (K).

EXEMPLE 1.3.6. Soit (so,...,s,) une base de HY(P%, &(1)) correspondant & un choix de
coordonnées homogenes. On munit le fibré €(1) de la métrique de Pexemple 1.3.4 associée a
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cette base : pour toute place v de K, tout z € P"(C,) et toute section s € H°(P%, (1)) \ {0}
ne s’annulant pas en x,
) —1
v

si()

ls(@)llo = (max

0<i<n | s(z)
Alors pour toute extension finie L de K et pour tout point = (g : -+ : zp,) € P*(L),
(Lo : Q]
hgmy(®) = XE: ﬁlogmax{\mo\v,...,|xn|v}
vedy

est la hauteur de Weil de x.

EXEMPLE 1.3.7. Soit .Z un fibré inversible sur X. Il existe deux fibrés inversibles tres
amples L, % sur X tels que ¥ = £ @ %, * (voir par exemple [54, lemme 7.1.31]). On
peut munir ces deux fibrés inversibles des métriques adéliques de I'exemple 1.3.4. On obtient
ainsi une métrique adélique sur £ par produit tensoriel et dualité. On a alors

pour tout x € X (K).

Nous terminons ce paragraphe en rappelant le célebre théoreme de Northcott. L’énoncé
suivant considere le cadre général des fibrés inversibles adéliques, pour lequel on pourra consul-
ter le livre de Moriwaki [59].

THEOREME 1.3.8. Soit Z un fibré inversible adélique sur X. Si & est ample, alors pour
tous nombres réels positifs ou nuls M, D, ’ensemble

{r € X(K) | hz(z) < M, [K(x): K] < D}
est fini.

Démonstration : Si le schéma X est intégre (c’est a dire si X est irréductible et réduit),
I’énoncé correspond au théoréme 9.11 de [59]. Si Z est une composante irréductible de X, il
existe un sous-schéma fermé réduit Z..q de Z dont 'espace topologique associé est égal a Z
(voir [54, proposition 2.4.2]). On en déduit que I’ensemble
{x € Z(K) | ho(x) <M, [K(r): K] <D} ={z € Zred(K) | ho(z) < M, [K(r): K] < D}
est fini. On en déduit le théoréme 1.3.8 remarquant que

¢
{r € X(K) | hip(a) < M, [K(2) : K] < D} = | J{w € Z:(K) | hyp(a) < M, [K(2) : K] < D},
i=1
ou Zi,...,Zy désignent les composantes irréductibles de X (qui sont en nombre fini).
O

Dans la suite, si .Z est un fibré inversible adélique, nous noterons h¢ au lieu de h— s’il
n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la structure adélique.

1.3.4. Hauteur des sections globales d’un fibré inversible adélique. Notons
V = H(X,.%) l'espace vectoriel des sections globales de .#. La structure de fibré inver-
sible adélique de £ induit une structure d’espace vectoriel normé sur V ® g C, pour toute
place v € ¥ en définissant la norme

l[8llo.sup = supls(2)]f.-
zeX(C,

On munit ainsi 'espace vectoriel V' d’une structure de fibré vectoriel adélique. Cette quantité
est finie étant donné que X (C,) est contenu dans le compact X2 et que ||s||: z — ||s(2)|l»
est continue. On définit la hauteur d’une section par rapport a cette norme :

K, :Q,
ne) = 3 LB og sl
vEMg ’

que nous noterons plus simplement h(s) s’il n’y a pas d’ambiguité.
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REMARQUE 1.3.9. Supposons que .Z soit trés ample et que la métrique sur .Z soit celle
de 'exemple 1.3.4 : il existe une base (s1,. .., Sqimv) de V telle que pour toute place v de K,
tout x € X (C,) et toute section s € HO(X, %) \ {0} ne s’annulant pas en z, on ait

5i(2) ) {2

Ils(@)llo = (O<P£§f;v 5(2) si(x)

Soit s = Z?iznllvaisi € V et soit v € Y une place ultramétrique. Considérons un point
x € X(C,) et un entier i € {1,...,dim V} tel que s;(x) # 0. On a ainsi

|1<i<dimV, sl(x)7é0}

v

O < eyl |29
si(z)], ~ 1<j<dimV si(x) |,
et on en déduit que
< . J . J .
5@l = 0 2 1l [ @) |, = 8% M 5 @, = a2 v b

Soit 39 € {1,...,dim V'} tel que |a;, |, = maxi<;<dim v |G;]v. Soit z € X(C,) un point tel que
sj(x) = 0 pour tout j # ip. On a alors ||s(z)|ls > |@iy|o = Maxi<j<dimv |@j|o. On en déduit
que

l[8llo,sup = _max agl,.
1<i<dim V'

En particulier, le fibré vectoriel adélique V = (V, (||.||s sup)vexy ) €st pur.

1.4. Hauteur et degré des variétés

Dans ce paragraphe, nous rappelons brievement la notion de degré d’un schéma et de
hauteur d’une variété projective.

Soit K un corps et soit m: X — Spec K un morphisme propre de schémas. Considérons
un fibré inversible . sur X. Pour tout entier p € N, on note CH?(X) le p-ieme groupe de
Chow de X. On désigne par ¢;(.%) € CH'(X) la premiére classe de Chern de X. Pour tout
sous-schéma fermé Y de pure dimension r € N de X, on définit le degré (géométrique) de Y
relativement a .2 comme la quantité deg o, (Y) = (c1(L)"-Y) € Z, ou (¢1(ZL)" - Y') désigne
I’intersection

(L) ... (L) Y)

de r copies de ¢1(Z) avec Y (voir [52, § 1.1.C]). Si X =P = P} Xk - xg P! est un
produit d’espaces projectifs, on notera plus simplement deg(Y) = deg(Y) le degré d’'une
sous-variété fermée Y relativement au faisceau inversible £ = 0p(1,...,1) de P. Par ailleurs,
si Y est une sous-variété quasi-projective irréductible de P, on désignera par deg(Y) = deg(Y)
le degré de 'adhérence de Zariski de Y dans P.

Passons maintenant a la définition de la hauteur d’une variété projective. Nous suivrons
Papproche de Bost, Gillet, Soulé [10]. Celle-ci repose sur les travaux de Gillet et Soulé, qui
ont développé une théorie de l'intersection arithmétique dans leurs articles [41, 42, 43].
Dans la suite, nous n’aurons pas besoin de la définition précise de cette hauteur, que nous
nous contentons de rappeler rapidement afin d’en fixer une normalisation. Supposons main-
tenant que ¢: X — P est une variété projective réguliere et que Z est un fibré inver-
sible adélique sur X, associé & un modele (X, £) de (X,.Z). On note 6ﬁ1 (%) le groupe de

1
Chow arithmétique de X et ¢1(¢) = ¢1(£) € CH (X) la premiere classe de Chern arithmé-
tique de £, définis comme dans [10, § 2]. Si Y est un sous-schéma fermé de pure dimension
r € N de X, la proposition 2.3.1 de [10] permet de définir un élément (¢1(£)" -Y) de
—1 —1

CH (Spec Ok )g := CH (Spec Ok ) ®z Q. Dans [10, § 2.3.4], les auteurs définissent une fonc-

—_— —1
tion deg: CH (Spec Ok )g — R. On définit alors le degré arithmétique de Y relativement a
% comme la quantité
deg(Y) = deg(c2(Z)" - Y) € R.
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La hauteur (normalisée) de Y relativement & .Z est quant & elle définie par

dog (V)
7)) = G (V)

Avec cette normalisation (qui differe 1égerement de celle choisie par Bost, Gillet et Soulé dans
(10, § 3] et de celle définie par Zhang dans [86]), on a

hz(x) = hz({z})
pour tout point fermé x € X (K). La définition de la hauteur d'une sous-variété de X s’étend
au cas ot X n’est pas forcément réguliere, comme cela est expliqué a la page 946 de [10].

Dans la suite, si £ = 1" Opr (1) et si la métrique sur £ est celle de I'exemple 1.3.4 (page
36), on écrira plus simplement A(Y) = h(Y).

1.5. Minimums successifs sur une variété projective

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de minimums successifs sur une variété
projective définie sur un corps de nombres, en suivant Zhang [85, §5]. Nous comparons éga-
lement ces quantités avec le premier et le dernier minimum (au sens de Roy et Thunder [73])
du fibré vectoriel adélique des sections globales d’un fibré inversible. A notre connaissance, ces
comparaisons (proposition 1.5.4 et lemme 1.5.7) ne figurent pas dans la littérature a I’heure
actuelle. Soit X une variété projective de dimension d définie sur un corps de nombres K.
On considere un fibré inversible .Z sur X, et l'on suppose donnée une métrique adélique
(-l wessye sur 2.

1.5.1. Minimum absolu et dernier minimum.

DEFINITION 1.5.1. On définit le dernier minimum de % comme la quantité
Amax (L) = min{mealx he(si) | (si)ier est une base de H(X,.Z)}.
K3

Si ’on munit I'espace vectoriel V := H?(X,.%) d'une structure de fibré vectoriel adélique
en considérant la norme |||y up sur V @ C, (définie & la page 38) pour toute place v de
K, alors la quantité A\yax(-Z) est le logarithme du dernier minimum de V' au sens de Roy et
Thunder [73].

On note B(.Z) le lieu de base stable de ., c’est-a-dire I'intersection des lieux de base
B(mL) des fibrés m.Z pour m € N (cette définition s’étend naturellement aux éléments de
Picg(X) = Pic(X) ®z Q, voir la remarque 2.1.24 de [52]). D’aprés la proposition 2.1.21 de
[52], il existe un entier my tel que pour tout entier m multiple de mg, B(.¥) = #(m.%). Soit
z € (X \B(2))(Q) et soit (s;)scr une base de H°(X,mo.#). Comme z ¢ %B(mo.L), il existe
i € I tel que s;(z) # 0. On en déduit que

. 1 B 1 [Kv : Qv} )
h(z) = %hmog(z) T T UEZZK W log [[s:(2)]]»

1 1
> ——hn i) > —— hum i)
- mg 02 (8i) 2 mg I?EaIx 0 (51)

Ce raisonnement est valable pour toute base de H(X, m¢-%) et tout z € (X \ B(¥))(Q). On
en déduit que la quantité

inf{h(z) | z € (X \ B(2))(Q)}
est finie. Si le fibré £ est semi-ample (c’est-a-dire qu'il existe mg € N tel que pour tout m >
my, le fibré m.% est engendré par ses sections globales), alors B(.Z) = (). Cette observation
justifie la définition suivante.

DEFINITION 1.5.2. Si & = (&, (||.|lu)ves,) est un fibré inversible adélique sur X avec
% semi-ample, on définit le minimum absolu de . comme le nombre réel

e(Z) = inf h=(2).
() s (%)
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D’apres les remarques précédentes, on a le lemme suivant.

LEMME 1.5.3. Soit Z = (&, (||-|lv)vesy) un fibré inversible adélique sur X. Alors pour
tout m € N\ {0} tel que B(Z) = B(mZL), on a

inf{h(2) | 2 € (X\BZ)@)} >~ Anas(12).

En particulier, si £ est semi-ample alors pour tout m € N\ {0} tel que m.Z est engendré
par ses sections globales, l'inégalité

() > ()

est vérifiée.

La proposition suivante est une conséquence d’un résultat classique de Zhang [85] et
permet de comparer le comportement asymptotique du dernier minimum et le minimum
absolu d’un fibré ample équipé d’une métrique semi-positive (au sens de [59, § 1.12] et [85,

§1, (L))
PROPOSITION 1.5.4. Soit L = (&, (||-lv)vesy) un fibré inversible adélique sur X. On

suppose que la métrique sur £ est semi-positive et que £ est ample. Alors

—o(@) = lim A (D).

m——+oco m
Démonstration : D’apres le lemme 1.5.3, si m € N est suffisamment grand on a I'inégalité

o(Z) > —%)\max(@).

On en déduit que
1 _ _
liminf —Apax(m.Z) > —e(L).

m——+o00 M,

Soit € > 0 et a = —e(¥) + . On définit une nouvelle structure de fibré adélique Z(«) =
(2, (I[-la,o)vesy) sur Z en posant ||.[[q,0 = e~ |||y si v est archimédienne et [|.[|la,0 = ||.[[»
sinon. Pour tout z € X(Q), on a ainsi

hm(z) = hg(Z) + « Z e > 0

D’apres le théoreme 0.2 de [61], 'hypothese du corollaire 5.7 (2) de [85] est satisfaite et on
obtient : si m € N est suffisamment grand il existe une base (s;);e; de H2(X, m.%) telle que
pour tout ¢ € I,

R 2(0)(8i) = hmz(si) —ma < 0.
On en déduit que

1 -
lim sup E)\max(mi’) <a=—-e(¥)+e.

m—r—+00
En faisant tendre € vers 0, on en déduit que
1 - 1 N _
lim inf —A\pax(m-Z) = lim sup — Apax (M) = —e( &),

m—-+oo M m—~+oo

ce qui démontre la proposition.

1.5.2. Autres minimums.

DEFINITION 1.5.5. Supposons que le fibré . est semi-ample. Si U est un ouvert de Zariski
de X, on désigne par e (U) la quantité inf cU(R) h(z). Pour tout nombre entier ¢ compris
entre 1 et d, on définit le i-éme minimum successif de X relativement & .Z, noté e;(.£), par

ei(Z) =liminf{ex(X \ Z) | Z est un fermé de X et codimyx Z = i}.
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_ On a clairement les inégalités e1(Z) > ea(L) > -+ > eq(Z). Par ailleurs, eq(L) =

e(.%). Dans le cas ol la métrique sur .% est semi-positive (au sens de [59, § 1.12] et [85, § 1,
(1.1)]), le théoréme des minimums successifs de Zhang peut s’énoncer de la fagon suivante.

THEOREME 1.5.6 (Théoréme 5.2 de [85]). Supposons que X est de pure dimension d,
que le fibré inversible £ est ample, et que la métrique sur £ est semi-positive. Les inégalités
suivantes sont vérifiées :

e1(Z) + -+ ea(D) < hz(X) < dey(D).

Remarquons que le théoréme 5.2 de [85] est énoncé avec la condition supplémentaire que
la métrique sur .Z est semi-ample au sens de [85, § 5] ; d’aprés un théoréeme de Moriwaki [61,
théoreme 0.2], cette condition est vérifiée dans la situation présentée ci-dessus.

Considérons la structure de fibré adélique sur V = HY(X,.#) donnée par la famille de

normes (||.||v,sup)vesy-

LEMME 1.5.7. Supposons que X est irréductible, que le fibré inversible £ est trés ample,
et que la métrique sur £ est semi-positive. On a l'inégalité suivante :

_ = i < .
A (V) Ser‘x/li?o} he(s) < el (X))

En particulier, si eq(£) > 0 (c’est a dire si hz(x) >0 pour tout z € X(K)), on a
=AM (V) < h-(X).

Démonstration : La preuve de 1’énoncé reprend les arguments de la démonstration du
corollaire 5.7 de [85]. Soit s € V' une section non nulle telle que A\ (V) = h(s). On note Us

Pouvert non vide des points « € X vérifiant s(x) # 0. Pour tout point z € Us(K), on a

o)== 3 e s ls(o)l, > -3 g = he o) = ).

On en déduit que ey (Uy) > —A1 (V). Or pour tout € > 0, il existe un point x € U,(K) tel
que

erl(L)>hg(x)—e>ep(Us) —e > —A (V) —e.

On obtient la premiere inégalité en faisant tendre e vers 0. La seconde est une conséquence
immédiate du théoreme 1.5.6.

O

Signalons que si ¢: X — P} est une sous-variété irréductible d’un espace projectif P et

si & = 1" Opr (d), d € N\ {0}, est muni de la métrique de I'exemple 1.3.4 de la page 36, alors
les hypotheéses du théoreme 1.5.6 et du lemme 1.5.7 sont vérifiées.

1.6. Filtrations d’un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.

1.6.1. Premiéres définitions.

DEFINITION 1.6.1. Une filtration (V,.%) de V est la donnée d'une famille (Z'V)cr de
sous-espace vectoriels de V' vérifiant les propriétés suivantes :

o Z'V C Z'V pour tout couple de nombres réels (¢,t') tel que ' > ¢;
o F'V =1V sit est suffisamment négatif;
o F'V =0sit est suffisamment grand;

e la fonction ¢ + dim Z#'V est continue & gauche sur R.

Considérons une filtration (V,.%) de V. Cette donnée est équivalente & celle d’'un drapeau

V=V2V12...2Vy2 Vi = {0}
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et d’une suite finie de nombres réels Sy < 1 < ... < B4 (voir [13, § 1.2]). En effet, étant
donné un tel drapeau, on pose
U v

0<i<d
B>t

pour tout nombre réel ¢ < By. Pour ¢t > B4, on pose F'V = {0}. On vérifie immédiatement
que lon définit ainsi une filtration de V. Réciproquement, si (V, .#) est une filtration de V', la
fonction f: ¢ — dim(Z'V) est décroissante, continue & gauche, et & valeurs dans ’ensemble
{0,...,dimV}. On en déduit qu’il existe des nombres réels Sy < ... < 4 et des entiers
0<rg1<---<ry<dimV tels que

d—1
f = dim (V)T s ) + D iljs, -
=0

En posant V; = .#”%V pour tout i € {0,---,d}, on obtient bien un drapeau V =V, 2 V; 2
. 2 V4 2 Vyiq := {0} et une suite finie de nombre réels strictement croissante (8;)o<i<d-

DEFINITION 1.6.2. La pente de la filtration (V%) est le nombre réel

d
1 .
pe(V)= o ;:O i dim(V;/Vis1).
On associe & (V,.%) une variable aléatoire Zg sur {1,...,dim V} (muni de la mesure de

comptage), en posant Zg(n) = f; pour tout n € [dim Vz+1, V[ 0 < i < d. Un calcul direct
montre que pour tout nombre réel t € R, on a
dim FtV
P(Zz >t —_—

(Zg 21) = dim V

et que lespérance E(Zg) de Zg vérifie
E(Zz)=pz(V).
Pour tout sous-espace vectoriel W de V', on construit des filtrations (W, .#) et de (V/W, %)

induites par (V,.%) en considérant, pour tout nombre réel ¢, les sous-espaces vectoriels de W
et V/W définis par F'W =W N Z'V et FHV/W) = (FV)/(FW).

DEFINITION 1.6.3. Nous dirons qu’une base (e1, .. ., eqim v ) de V est adaptée a la filtration
(V,.F) si pour tout i € {1,...,d}, on a

Vi =Vect{e; | dimV —dimV; < j < dimV}.

1.6.2. Semi-stabilité et sous-espace déstabilisant maximal. Soit r» un entier na-
turel non nul. Pour tout k¥ € {1,...,r}, considérons une filtration (V,.%y) de V. Pour tout
sous-espace vectoriel W C V| notons

pW) = (W, Fp)i) = p(W, 1) + - + p(W, F)
et
p(V/W) = p((V/W, F)) = u(V/W, F1) + - + w(V/W, Fy)

LEMME 1.6.4. Soit W un sous-espace vectoriel de V tel que 0 < dimW < dim V. Alors
p(W) < (V) si et seulement si (V') < p(V/W).

Démonstration : Pour tout nombre réel ¢ et pour tout entier & € {1,...,r}, on a une suite
exacte

0 — FIW — FLV — FLV/W) — 0.
On en déduit que dim(V)u(V, F) = dim(W) w(W, Z,) +dim(V/ W) u(V/W, F,), et en faisant
la somme sur k, on obtient
dim(V)u(V') = dim(W) (W) + dim(V/W)u(V/W).
Si (W) < u(V), on en déduit que dim(V)u(V) < dim(W)u(V) + dim(V/W)u(V/W), donc
dim(V/W)u(V) = (dim(V) — dim(W))u(V) < dim(V/W)u(V/W), et on a bien u(V) <
w(V/W). Si w(V) < u(V/W), on a montre de la méme fagon que u(V) > u(W).
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O

DEFINITION 1.6.5. Nous dirons que la famille de filtrations (V, %)reqa,....ry est semi-
stable si pour tout sous-espace vectoriel non nul W de V, on a u(W) < u(V).

D’apres le lemme 1.6.4, la famille de filtrations (V,.Z)req1,... -} est semi-stable si et
seulement si pour tout sous-espace vectoriel W C V., on a u(V/W) > u(V).

LEMME 1.6.6. Soit V; un sous-espace vectoriel non nul de V' tel que la famille de filtrations
induite (V1, (Fr)1<k<r) soit semi-stable. Soit Vo C V un sous-espace vectoriel non nul de V
tel que pour tout sous-quotient non nul Z C V/Va, on ait u(Z) < p(Va). Si Vi € Va, on a
n(Vi) < p(Va).

Démonstration : Soit w: V' — V/V5 la surjection canonique. Si V3 € Va, on a w(V4) # {0}.
Par semi-stabilité de Vi, on a u(Vy) < up(m(V71)) et par hypothese, pu(m(V1)) < pu(Vz2). On a
donc bien p(Vy) < p(Va).

O

LEMME 1.6.7. Il existe un unique sous-espace W non nul de V de dimension mazimale
tel que la famille de filtrations induites (W, (Fk)1<k<r) Soit semi-stable.

Démonstration : Commencons par montrer l'existence de W. Si la famille (V, (%)1<k<r)
est semi-stable, on pose W = V. Sinon, soit m = max{u(F) | {0} # F C V} et soit W
un sous-espace vectoriel non nul de dimension maximale tel que p(W) = m. Alors la famille
(W, (Fr)1<k<r) est semi-stable. Pour montrer I'unicité, considérons un sous-espace vectoriel
W' de V tel que dim W’ = dim W et u(W') = u(W) = m. Nous devons montrer que W = W'.
Supposons que W ¢ W’. Soit Z C V/W’ un sous-quotient non nul et soit 7: V. — V/W’
la surjection canonique. En notant 7 = 7 YHZ), on a Vo C Z donc dim Z > dim W’. Par

=

maximalité de W', on a donc u(Z) < u(W’). Par ailleurs, on a une suite exacte

0—W — 7 —7—>0.

Par le lemme 1.6.4, on en déduit que u(Z) < p(Z), et donc pu(Z) < pw(W’). Par le lemme
1.6.6, on a donc u(W) < u(W'), ce qui est absurde. On en déduit U'inclusion W C W', et
donc W = W' par égalité des dimensions.

O
Le sous-espace W du lemme 1.6.7 est appelé sous-espace déstabilisant maximal de la
famille de filtrations (V, %) k.

REMARQUE 1.6.8. La notion de semi-stabilité n’a d’intérét que si r > 1, car une filtration
(V,.#) de V est semi-stable si et seulement si le drapeau associé est trivial : V = V; D {0}.
En effet, si la filtration est donnée par un drapeau

V=V2V12...2 Vi Vi = {0}
et une suite de réels 5y < /1 < ... < fgavecd >1,on a

d
1 .
,U(V, j\) = dmV ;:E 0: Bi dlm(Vi/Vi+1) < fg= ,LL(Vd,f).

Soient (V1, (F1.k)1<k<r), (Va, (Fa.k)1<k<r) deux familles de filtrations sur des K-espaces
vectoriels V7 et V5. On définit une famille de filtrations de ’espace vectoriel Vi @k Vo en
posant pour tout k € {1,...,r} et pour tout t € R

ﬁ,ﬁ(Vl RK VQ) = VeCt{Sl XK S2 | S1 € ﬁf}le, So € ﬁsfk‘/g, tl + tg Z t}.

En particulier, pour tout ¢ € N, I'espace vectoriel SV est muni d’une famille de filtration
(SV, (Fr)1<k<r) par quotient des filtrations sur V¢ induites par la famille de filtration
(V, (Zk)1<k<r)- Un calcul direct (voir par exemple [29, proposition 2.1]) montre que

p(Vi @k Vo, (Fi)i) = p(Vi, (Fia)k) + m((Va, (Foi)r) et u(SV, (Fi)i) = u(V, (Fi)k)-
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Un théoréme de Faltings et Wiistholz [26] affirme que la propriété de semi-stabilité est conser-
vée par produit tensoriel dans le cas ou le corps K est de caractéristique nulle. Rapidement
apres, Faltings [25] donna une nouvelle démonstration de ce résultat, valable pour un corps
K quelconque, et Evertse [21] a récemment montré que ce résultat s’étendait aux filtrations
induites par puissance symétrique.

PROPOSITION 1.6.9. En reprenant les notations ci-dessus, si les familles de filtrations sur
Vi et Vo sont semi-stables, alors la famille de filtration induite sur Vi @k Vo l'est également.
Si la famille de filtrations (V, (F)r) est semi-stable, alors (S°V, (Fy)x) est semi-stable pour
tout £ € N\ {0}.

Démonstration : Cet énoncé est une conséquence du corollaire 3.2 de [21]. Signalons que
la premiere affirmation correspond au lemme page 650 de [25] (et au théoréme 4.1 de [26]
dans le cas ot K est de caractéristique 0).

O
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Chapitre 2

Introduction

Cette partie est motivée par I’étude de variantes du théoreme A de Faltings et Wiistholz.
Nous allons commencer par énoncer une version plus précise de ce théoréme, dans un cadre
légerement plus général. Soit K un corps de nombres et soit ¢: X — P} une variété projective
définie sur K. Nous fixons un choix de coordonnées projectives de P et nous munissons le fibré
inversible Opn (1) de la métrique de I'exemple 1.3.4 de la page 36, que 'on note (|.[s)ves-

Si z € X(K), rappelons que la hauteur de z associée & ce choix de métrique est la hauteur

de Weil : si L est une extension finie de K et si v(x) = (zg : -+ : x,) € P*(L), alors
[LU : Q’U}
h(z) = ———— log max{|(zglv,-- -, |Tn|v
W= g (ol alu)

(voir lexemple 1.3.6 page 37). Considérons une extension finie L de K et posons X; =
X X ¢ Spec(L). Notons ¢y, le plongement de X, induit par ¢, et posons Ox, (1) = 7 Opr (1).
Pour tout k € N, on pose I'y(X) = H°(X, Ox, (k)). Considérons 'algébre graduée

T (X) = PTe(X).

keN

Dans toute la suite, nous supposerons que 'algébre I'q (X)) est engendrée par V := I'1(X)
(cette hypothese est anodine car le cas général s’en déduit, voir la remarque 2.0.3 ci-dessous).
Fixons un ensemble fini & de places de L. Pour toute place w € 22, considérons une R-
filtration (V,.%#,,) de V. Cette filtration correspond & la donnée d’un drapeau

V=W 2V 2 v 2 v = {0}
et d’une suite de nombres réels
Cw,0 < Cu,1 <+ < Cyey-
Pour toute section s € V'\ {0}, on note
ord,(s) :=sup{t e R | s € FLV} =max{cyr |0 <k < ey, s€ Vk(w)}.
Considérons une base (sy,j)1<j<dimv de V adaptée a cette filtration : on a
V) = Vect{sy; | dimV —dim V") < j < dim V'}
pour tout entier k € {0,...,e,}. Nous noterons p,,(V) la pente de cette filtration. Notons
W le sous-espace déstabilisant maximal de la famille de filtrations (V, %y )wee (défini au
paragraphe 1.6.2), et Z son lieu de base :
Z={z€ Xy |VseW, s(z)=0}.
Le théoréme 9.1 de [26] peut alors s’énoncer de la fagon suivante.

THEOREME 2.0.1. Supposons que l'on ait Y, 5 pw(W) > [L : Q. Alors il n'existe qu’un
nombre fini de points x € (X \ Z)(K) satisfaisant le systéme d’inéquations suivant :

(15) [|Sw,j (2)|lw < exp(—ordy (Sw ;)h(z)/[Ly : Qu]) Ywe £, ¥1<j<dimV.
REMARQUE 2.0.2. Le théoréme 9.1 de [26] est énoncé dans le cas ou le plongement ¢ est
I'identité, c’est-a-dire quand X = P%. Nous allons voir qu’il reste valable dans le contexte

présenté ci-dessus, comme Faltings et Wiistholz I'ont suggéré a la page 130 de [26]. Signalons
que Ferretti [29] a déja proposé une démonstration dans un cadre similaire. Par ailleurs, il est
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important de remarquer que nos normalisations different légérement de celles de [26]. Dans
I'énoncé du théoréme 9.1 de [26], les quantités ¢y, jh(z)/[Ly : Q) du systéme d’inégalité
(15) sont remplacées par ¢, jh(z), tandis que la somme ) 5 1, (V) du théoreme 2.0.1 est
remplacée par Y, - 5[Ly : Quliw(V) (car la somme sur les places w de L se fait avec la
multiplicité [L,, : Qy], voir [26, page 110]). Le théoréme 2.0.1 est donc bien équivalent au
théoréme 9.1 de [26] (dans le cas X = P%).

REMARQUE 2.0.3. On peut supprimer I'hypothése « V engendre T'e(X) » en modifiant
légerement ’énoncé. Si elle n’est pas vérifiée, on peut considérer un entier kg tel que 'y, (X)
engendre 'y (X). En notant

on dispose d'un plongement de Veronese ¢: P — P vérifiant Opy (ko) = ¢ Opn (1). Posons
V= HYXp, 0} Opn (ko)) = HY(X, (¢ 0 L)*ﬁﬂ»%(l)) ®xk L. Supposons que l'on ait démontré le
théoréme 2.0.1. En l'appliquant & ¢ o t: X — P on en déduit qu'il n’existe qu'un nombre
fini de points = € (X \ Z)(K) vérifiant : Vw € &, V1 <j <dimV,

[$w,5 (@)l < exp(—ordw (sw,j)he,y 1)(®)/[Lw : Qu])
= exp(— ordy (5w,j) ko e (1) (%) /[ Lw : Qu]).

Le théoreme 2.0.1 implique le théoreme de Roth de la fagon suivante. Posons K = Q
et X = Pé. Considérons un nombre algébrique @ € R\ Q et une extension galoisienne L
de Q contenant a. Notons X, o, l’ensemble des places infinies de L et fixons wy € ¥ .
Pour toute place w € ¥ o, il existe un élément ~,, du groupe de Galois Gal(L/Q) tel que
[ (%) |wy = |2|w pour tout & € L. On pose sy, = T —74 () T1. Pour tout z = (p : q) € PL(Q)
avec p, ¢ premiers entre eux, on a

P — qawo) et exph((p: q)) = max(|pl, |q]).

swo@lhwo = L 0T 0D

Pour tout « € P}(Q), on a par ailleurs

182 (%) 1w = 17w (Swo () lw = [ 8w () |law -

Posons & = ¥, . Pour chaque place w € &, on considere la filtration du L-espace vectoriel
V =HO(PL, £(1)) donnée par le drapeau V = Vo(w) 2 Vl(w) = Vect,(sy) 2 {0} et la suite de
nombres réels ¢,y 0 = 0 < ¢yp,1 = [Ly : Qu](2+¢), ol € est un nombre réel strictement positif.
Dans ce cas i, (V) = [Ly : Qu](1 +¢/2) pour toute place w € &, et donc ), 5 piw(V) =
>wesy N Lw : Qul(L+€/2) = [L: Q1 +¢/2) > [L: Q]. On définit ainsi une famille de
filtrations semi-stable, donc W = V et la sous-variété Z du théoréme est vide. On en conclut
qu’il n’existe qu'un nombre fini de points p/q € Q tels que

Pl 1
qly, — lglmax(|pl,[q])1*e’

et on en déduit le théoréme de Roth en remarquant que max(|p|, |¢|) = O(|q|) pour p/q proche
de a.

Le chapitre 3 est consacré a une démonstration alternative du théoréme de Faltings et
Wiistholz, dans laquelle on fait un usage systématique des éléments la théorie des pentes
adéliques rappelés au paragraphe 1.1. Commengons par rappeler le schéma de démonstration
de l'article [26], en supposant dans un premier temps que la famille de filtrations (V, %y )we 2
est semi-stable. Pour simplifier, on suppose ici que L = K. La preuve de Faltings et Wiistholz
repose sur un profonde généralisation du lemme de Roth due a Faltings [24], communément
appelée théoreme du produit. La démonstration débute comme celle du théoréme de Roth :
on raisonne par 'absurde en supposant qu'il existe une infinité de solutions au systéme (15)
dans X (K). On considére un entier m arbitrairement grand et un m-uplet z = (x1,...,2Zmn)
de solutions de (15) dans X (K). Par la propriété de Northcott, on peut supposer que h(z)
ainsi que les quotients h(z;4+1)/h(x;) sont arbitrairement grand. Considérons un m-uplet

o —
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d = (di,...,dn) € (N\ {0})™ tel que les quotients dyh(x1)/(d;h(x;)) soient suffisamment
proches de 1. Si s est une section globale de Ox(d1) ® - -+ ® Ox(d,,) dont I'indice (défini au
paragraphe 3.2) en x = (z1,...,2,;,) est suffisamment grand, le théoréme du produit permet
de construire une sous-variété produit Y telle que

{I}QYIYl XK~~~XKYmgXXK'~~XKX.

Dans sa version arithmétique, le théoreme donne également une majoration de la hauteur des
sous-variétés Y7,...,Y,, de la forme

S dh(Y) < clds + -+ + d + h(5),
i=1

ou c¢ est une constante indépendante de = et de d. En utilisant 'hypothese faite sur les
points z1,...,Z,, on majore les valeurs absolues des dérivées d’une section globale s en
fonction de h(s) et des quotients h(x;)/h(z1). On applique ensuite la formule du produit
pour obtenir une contradiction, et on en déduit que U'indice de s en x est grand dés que h(s)
est suffisamment petite. Par le théoréeme du produit, on construit une sous-variété produit
Y=Y Xk XgYm CX Xk Xg X contenant x et vérifiant h(Y;) < ¢'h(z;)/h(x1) pour
tout i € {1,...,m}, ot ¢ est une constante indépendante de z. En répétant ce procédé un
nombre fini de fois, on obtient la sous-variété {1} x - - - x {z,,} et une majoration de la forme
h(z;) < ¢'h(x;)/h(x1) pour tout i € {1,...,m}. On a donc h(z1) < ¢, ce qui est absurde
par hypothese. Le point clé est donc de construire une section globale de petite hauteur dont
on sache minorer I'indice en z. C’est 14 qu’intervient 1'idée fondamentale de l'article [26] : on
construit un sous-espace vectoriel W3 de I'espace des sections globales I'q = ®111 5S4V au
moyen de filtrations (g, %), w € & induites sur I'q par la famille de filtrations (V, %, )we 2.
Si une section s de I'q est « suffisamment loin » dans les filtrations (g, %), w € & (i.e.
s € Npew Fhe pour des nombres réels t,, assez grands), on a une bonne majoration des
valeurs absolues des dérivées de s. L’approche probabiliste des R-filtrations permet alors de
minorer le quotient dim W4/ dim Ty et d’appliquer un lemme de Siegel pour construire une
section auxiliaire de petite hauteur dans Wgq. L'hypothese de semi-stabilité de la famille de
filtrations (V, %, )wee (qui se transmet & (I'q, Zw)weew par la proposition 1.6.9 page 45)
permet d’appliquer ce raisonnement a chaque étape de la preuve, et démontre le théoreme
dans le cas semi-stable. On obtient ensuite le cas général en introduisant le lieu de base du
sous-espace déstabilisant maximal de (V, %, )we 2 (voir [26, § 9]). La démonstration que nous
présentons dans le chapitre 3 reprend essentiellement les étapes que nous venons de décrire,
traduites dans le langage des fibrés vectoriels adéliques. Nous construisons notamment les
sections auxiliaires en utilisant la proposition 1.1.16 de la page 32, et nous remplagons 1'usage
de la formule du produit par une inégalité de pentes.

Dans le chapitre 4, nous nous intéresserons a des variantes effectives du théoreme 2.0.1 de
Faltings et Wiistholz. Nous nous placerons dans un contexte plus général, en considérant un
fibré inversible adélique quelconque .Z = (&, (||.||v)ves, sur X. Pour chaque place w de 2,
on consideére une filtration (V,.%,,) de l'espace vectoriel V = H%(X,.#) @ L de I'espace des
sections globales de .Z ® L. Pour toute place w de &, fixons un nombre réel t,, et considérons
le L-espace vectoriel F' = (1, .5 -FL*V. On note Z(F) le lieu de base de F, défini par

B(F)={xe X, |VseF, s(x)=0},
et on fixe une base (s1,..., Sqim #) de F'. Nous démontrerons le théoréme suivant.
THEOREME 2.0.4 (Corollaire 4.4.4 page 88). Pour chaque place w de &, soit C\, un
nombre réel non nul. Si 6 := Y [Ly @ Qultw > [L : Q], alors tous les points x € (X \

weP
PB(F))(K) satisfaisant le systéme d’inégalités

(16) N3 @)l < Cpexp(—tyhg(r) V1<j<dimF, Ywe P,

||3j||w,sup
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vérifient

he(e) < 1o (w% [L[; j gﬁ log(Cu) + Kjrgg;«th@j)) .

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

Ce théoreme est une variante effective du théoréme 2.0.1, fournissant a la fois un lieu
de base explicite en dehors duquel il n’existe qu’un nombre fini de solutions au systeme
d’inégalités (16), ainsi qu'une borne explicitement calculable pour la hauteur de ces solutions.
La démonstration de ce théoreme est bien plus élémentaire que celle du théoreme 2.0.1 de
Faltings et Wiistholz. Cependant, dans le cas particulier ot card(4?) = 1, nous verrons que
le théoréme 2.0.1 est une conséquence de ce résultat (voir & ce propos la discussion a la fin du
paragraphe 4.4). Nous appliquerons ensuite le théoréme 2.0.4 pour obtenir une généralisation
du théoreme de Liouville effectif, valable pour les points fermés de X.

THEOREME 2.0.5 (Corollaire 4.1.3 page 82). Soit x € X(L). Si £ est ample, il existe
une constante c(x,. L) effectivement calculable telle que pour tout € > 0 et pour tout point
y € X(K) distinct de x tel que

(17) logd,(z,y) < — (

on a

[L: Q]
(D)o T +€) he(y),

1
he(y) < —gc(x,f)-
En particulier, les points y € X (K) satisfaisant (17) sont en nombre fini.
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Introduction to part one (English version)

This part is dedicated to the study of theorem A of Faltings and Wiistholz. We will first
give the precise statement of this theorem, in a slightly more general context. Let K be a
number field and let ¢: X — P} be a projective variety defined over K. We fix projective
coordinates on P% and we equip the line bundle @pr (1) with the metric of example 1.3.4
(page 36), denoted by (||.||l,)vesy- For z € X(K), the height of x relative to this choice of
metric is the Weil height of x, defined as follows : if L is a finite extension of K such that

(x)=(xo:--:xy) € P"(L), then

= 7[[171:@1,] og max{|x T
o) = 3 i omasllale o foal

(see example 1.3.6 on page 37). We consider a finite extension L of K and we denote by X,
the scheme X x g Spec(L), and by tr,: X, — P} the embedding induced by ¢. We also put
Ox, (1) = 1} Opn (1) and Ty(X) = H(Xy, Ox,(k)) for all k € N. We consider the graded
algebra
Lo (X) := @ Tr(X).
keN

From now on, we assume that the algebra I'y(X) is generated by V := I';(X) (see remark
2.0.8 below for the general case). We fix a finite set &2 of places of L. For each w € £, we
consider a filtration (V,.%#,,) of V, which corresponds to a flag

v=v" 2oV 2. oV ov™ =0}

and a sequence of real numbers
Cw,0 < Cy,1 <+ < Cyey-
For any section s € V'\ {0}, we put
ord,(s) =sup{t eR | s € FLV} =max{cui | 1 <k <ey, s€ Vk(w)}.

We consider a basis (Sw,j)1<j<dimv compatible with the filtration (V,.%,), i.e. such that for
any k € {0,...,e,}, we have

V") = Vect{sy; | dimV —dim V") < j < dim V'}.

We denote by (V) the slope of the filtration (V,.%,), by W the maximal destabilizing
subspace of the family of filtrations (V, %, )wece (see section 1.6.2), and by Z the base locus
of W:

Z ={z€ X |VseW, s(z) =0}.

With these notations, theorem 9.1 of [26] reads as follows.

THEOREM 2.0.6. If > 5 pw(W) > [L : Q], then there are only finitely many points
x € (X \ 2)(K) with

(18) 18w, (%) |lw < exp(—ordy (sw ;)h(x)/[Ly : Qu]) Ywe &£, ¥V1<j<dimV.

REMARK 2.0.7. Theorem 9.1 in [26] is stated in the particular case where X = P%%. We
will see that it is also true in the setting we presented above, as suggested by Faltings and
Wiistholz on page 130 of [26]. We mention that Ferretti [29] gave a proof of this result in a
similar context. Let us also emphasize that our normalisations sightly differ from the ones of
[26, Theorem 9.1], where the quantities ¢, jh(x)/[Ly : Q) in (18) are replaced by c,, jh(z),
while the assumption is » - 5 [Lw : Qu]pw (W) > [L : Q] (because places w are counted with
multiplicity [Ly, : Qy), see [26, page 110]). In the case where X = P, theorem 2.0.6 is thus
equivalent to theorem 9.1 of [26].
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REMARK 2.0.8. We can remove the hypothesis “I'q(X) is generated by V7 by slightly
modifying the statement of theorem 2.0.6. In the general case, we can consider a positive
integer ko such that I'y, (X) generates I's (X). We put

n + ko
N = —1
( ko > 7

and we consider the Veronese embedding ¢: P — P which satisfies Opr (ko) = ¢* Opn (1).
By applying theorem 2.0.6 to ¢or: X — P, we have that there are only finitely many points
x € (Xp\2)(K) with:Vwe #, V1< j<dimV,
[15w,5 () lw < exp(—ordw(sw,j)he,y (1) (2)/[Lw : Qu])
= exp(—ordy (5w,j) ko e (1) (%) /[ Lw : Qu]).

Theorem 2.0.6 implies Roth’s theorem in the following way. We consider an algebraic
number @ € R\ Q and a Galois extension L of K containing z. We denote by X o the
set of archimedean places of L and we fix a place wy € X . For each place w € ¥ ,
there exists an element 7, € Gal(L/Q) such that |y, (2)|w, = |®|w for all z € L. We put
8w = To — Yw(a)Ty. For all z = (p : q) € P}(Q), with p and ¢ co-prime integers, we have
[P — qorfw,

max{|p|, [a]} et h((p:q)) =max{|p|,|q|}.

18w (2)[lwo =
For all » € P}(Q), we also have

Vw € P, ||sw(@)[lw = 7w (Swo (€)) l = l[Swo () [|uwy-

For each place w of & := X o, we consider the filtration of the L-vector space V =
HO(PL, 0(1)) given by the flag V = Vo(w) 2 Vl(w) = Vectr(sy) 2 {0} and the sequence
of real numbers ¢, 0 = 0 < cy1 = [Ly : Qu](2 + €), where ¢ is a positive real number.

We have f1,,(V) = [Ly : Qu](1 +€/2) for each place w € &, and thus ) 5 pw(V) =
Ywesy | Lw  Qu](1+¢/2) = [L: Q|(1+¢/2) > [L: Q]. Moreover the family of filtrations
we just defined is semi-stable, so the subvariety Z of the theorem is empty. We conclude that
there are only finitely many rational numbers p/q € Q with

1
wo  lalmax(|pl,[g[)t+e’

p
a—-=2

q

and Roth’s theorem follows (note that max(|pl,|q|) = O(|q|) when p/q is close to «).

In chapter 3, we give an alternative proof of Faltings and Wiistholz’s theorem, in the
formalism of adelic slope theory. We will now sketch the original proof Faltings and Wiistholz
given in [26]. To simplify, we will assume that K = L. Suppose at first that the family of
filtrations (V, %y )wew is semi-stable. The demonstration relies on a deep generalisation of
Roth’s lemma due to Faltings [24], namely the product theorem. Assume that the conclusion
of theorem 2.0.6 is false and consider an integer m sufficiently large and a m-tuple = =
(x1,...,Zm) of solutions of (18) in X (K). By Northcott property, we can choose z such that
the quotients h(z;41)/h(x;) are as large as we want. We consider a m-tupled = (dy,...,dy,) €
(N'\ {0})™ such that the quotients dih(x1)/d;h(x;) are sufficiently close to 1. If s is a global
section of Ox(dy) ® -+ Ox(d,,) such that the index of s at x (see section 3.2) is sufficiently
large, the product theorem provides subvarieties Y7, ...,Y,, of X such that

{x}CY::YlXK.”XKKngXXK"'XKX

and
m
> dih(z;) < e(dy + -+ + d + h(s)),
i=1
where c¢ is a constant independent of x and d. By using the fact that the points x4, ..., x,, are

solutions of (18), we bound the absolute values of the non-zero derivatives of a global section s
in terms of h(s) and h(x;)/h(zx1), i € {1,...,m}. We then apply the product formula to show
that the index of s at x is large provided that the height of s is small. By the product theorem,
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there exists a product of varieties Y =Y X - Xg Yy € X X -+ Xg X, containing x and
such that h(Y;) < dh(x;)/h(zq) for all i € {1,...,m}, where ¢ is a constant independent of
x. We repeat this process until we obtain the subvariety {z1} Xk -+ Xk {zm}, and thus for
all i € {1,...,m}, we have h(z;) < ¢’h(x;)/h(x1) for some constant ¢”’. We get h(z1) < ¢”,
which leads to a contradiction provided that we chose h(z) sufficiently large. In the proof,
we have to construct a global section with a small height and small derivatives at z. Here we
need the key argument of [26] : we construct a subspace Wy of I'q = @), S%V by means
of filtrations (I'q, %), w € &2, induced on I'y by the family of filtrations (V, %) wez. If a
section s € I'q lies in a subspace of the form (), 5 Ftw for sufficiently large real numbers t,,,
we can bound the absolute values of the successive derivatives of s. The probabilistic approach
for R-filtrations gives a lower bound for the quotient dim W4/ dim I'q, and we obtain a section
s with small height in Wy by applying a Siegel’s lemma. The semi-stability assumption (which
is also verified by (T'q, Zw)we 2 by proposition 1.6.9, page 45) allows one to repeat this process
at each step of the proof. In this way we prove the theorem under the assumption that the
family of filtrations (V, %y, )we o is semi-stable, and we deduce the general case by considering
the base locus of the maximal destabilizing subspace of (V, %, )we % (see [26, section 9]). The
proof we shall present in chapter 3 relies essentially on the same arguments, transcribed in
the language of adelic vector bundles. In particular, we will construct auxiliary sections by
means of proposition 1.1.16 (page 32), and we replace the use of the product formula by a
slope inequality.

In chapter 4, we prove effective variants of theorem 2.0.6 of Faltings and Wiistholz. We
consider a more general setting, involving an arbitrary adelic line bundle .Z = (.Z, (||.||v)vesy )
on X. For each place w € &, we consider a filtration (V, %, )wec2 of the L-vector space V :=
H°(X,.Z) ®x L of global sections of £ @ L and a real number t,,. We put F = (), c 5 F 50V
and we denote by Z(F) the base locus of F', defined by

B(F)={r e X |VseF, s(x)=0}
Let (s1,. .., Sdim i) be a basis for F'. With these notations, we will prove the following theorem.
THEOREM 2.0.9 (Corollary 4.4.4, page 88). For each place w of &, let C,, be a nonzero
real number. If § := > [Ly : Qultyw > [L : Q], then for all z € (X \ B(F))(K) with

weP

(19) W” < Cyexp(—twhg(r)) V1<j<dmF, Vwe,
7 llw,sup

we have

1 [Ly : Q]

< i .
he(w) < §—1 (wEZ@ [L:Q) log(Cu) + 1<jn<1%?(th(57)>

In particular, there are only finitely many points x € (X \ B(F))(K) satisfying (19) if £ is

ample.

This result is an effective variant of theorem 2.0.6, which provides both an explicit base
locus outside of which (19) has only finitely many solutions and an explicit bound for the
height of these solutions. Although the proof of this theorem is relatively elementary, we shall
see that in the particular case where card(&?) = 1, it actually implies theorem 2.0.6, and
makes it effective (see section 4.4). We will then apply theorem 2.0.9 to prove an effective
generalization of Liouville’s theorem for projective varieties, a consequence of which is the
following theorem.

THEOREME 2.0.10 (Corollary 4.1.3, page 82). Let x € X (L) be a non-singular point. If
£ is ample, there exists an explicitly computable constant c(x, L) such that for alle > 0 and
for all points y € X(K) distinct from x with

(20) log dy(x,y) < — (MLUQU

L:Q) ] +€) he(y),
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we have i
he(y) < —gc(a:,f).
In particular, there are only finitely many points y € X (K) satisfying (20).



Chapitre 3

Théoreme de Faltings et Wiistholz et théorie des pentes
adéliques

3.1. Enoncé équivalent et étapes de la démonstration

L’objet de ce chapitre est de démontrer le théoréme 2.0.1 avec des outils de la théorie
des pentes adélique. Reprenons les notations introduites au début du chapitre 2. Nous allons
commencer par donner un énoncé équivalent du théoreme 2.0.1.

THEOREME 3.1.1. Supposons que l'on ait Y, o 5 pw(W) > [L : Q]. Alors il n'existe qu’un
nombre fini de points x € (X1 \ Z)(K) satisfaisant le systéme d’inéquations suivant :

an  B@le @)Ly Qu]) Ywe P, VteR, s e (ZLV) @1 Cy \ {0}

18]l sup

Le théoreme 2.0.1 implique trivialement le théoreme 3.1.1. On a également 'implication
inverse, comme le montre le lemme suivant.

LEMME 3.1.2. Les théorémes 2.0.1 et 3.1.1 sont équivalents.

Démonstration : 1l suffit de montrer que toute solution du systéme d’inégalité (15) est
solution d’un systéme d’inégalité de la forme (21). Soit x € X (K) vérifiant le systéme d’in-
égalités (15) et soit w € . Si w est une place finie, on note a,, €0, 1] la borne supérieure
des nombres réels o €]0, 1[ tels que la base (s,,;); soit a-orthogonale pour w, c’est a dire

dim V
1132 sl 0, o (ulollus o)
J:

pour tout Y a;jsy ; € V ®p Cy. Si w est archimédienne, alors par équivalence des normes il
J

existe un nombre réel a,, tel que
dim V'
|| Z A5 Sy, 5 ||w,sup Z Qi Z (‘aj ‘w st,kw,j ||w,sup)
j=1

1<j<dimV

pour tout Y a;s, ; € V ®r Cy,. On a ainsi
J

1Y aiswglwsie > @w Y _(ajlollswlwsm) > aw | D lajl 0 | sup-
J J J

Dans tous les cas, on a donc

dim V'
H 2; CLij,ij,sup > ozu,|(a1, -+« Adim V)|2,w 1§j12(iirilmV st7j||w,sup~
]:

57
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Fixons un nombre réel ¢ et considérons une section non nulle s =Y a;s, ; dans (FLV) @y,
J
C, ; si w est finie, on a alors

Is@lo=1" > aswi@le< max lajlullsw; (@)l

j>dim F1V jzdim F,V
= w

< exp(—th(z)/[Ly : Qu)) j>dglna§t v |a;|w

< (o m]ln ||5w7j||w7surJ)_1 exp(—th(z)/[ L : Qw])HSHwﬁup
= Cy exp(—th(z)/[ Ly : Qw])HSHw,Sllpa

ott Cyy = (Qp min; [[Syy ]l w,sup) ~* € [1,+00[. On démontre de la méme fagon un résultat simi-
laire si w|oo. On en déduit qu'il existe une famille de nombres réels (Cy,)we o € [1, +00[4
telle que pour tout z € X (K) satisfaisant le systeme d’inégalités (15), on ait

Is@llw < ¢, exp(—th(@)/[Lo : Qul) Yw e 2, VieR, Vs e (FLV) @y Cu\ {0).

” ||w sup
Soit o €]0, 1[ un nombre réel. Par la propriété de Northcott, on peut supposer sans perte de
généralité que pour toute place w € & et pour tout nombre réel ¢ € [min,, ¢y 0; MaXy Cu ey |,
on ait

Co exp(—th(z)/[Ly : Qu)) < exp(—a/th(z)/[ Ly : Qu)).

On en déduit que le point x satisfait le systéeme d’inégalités

ls ﬁ Dl <exp(—th(z)/[Lw : Qu]) Ywe P, VteR, Vse (9V)®LC, \ {0},
w,sup

ouYlVv = ﬁﬁ/a/V pour tout ¢ € R et pour toute place w € Z. Si o’ est suffisamment proche
de 1, on a par ailleurs ) . 5 u(V,%,) > [L : Q] et le lieu de base de la famille de filtrations
(V.9 )we o coincide avec W (voir [26, pages 118-119]). En appliquant le théoréme 3.1.1, on

en déduit qu’il n’existe qu'un nombre fini de points z € (X, \ Z)(K) vérifiant (15).
O
Nous commencerons par rappeler la définition de l'indice d’une section et par énoncer
la version du théoréme du produit de Faltings dont nous aurons besoin (paragraphes 3.2 et
3.3). Nous adapterons ensuite les lemmes analytiques utilisés par Faltings et Wiistholz (]26,
§ 7]), en en donnant des versions valables pour les sections globales d'un fibré inversible (§
3.4). Le paragraphe 3.5 contient ensuite tous les arguments clés de la démonstration. Nous
commencerons par rappeler la construction des filtrations induites et de I'espace vectoriel Wy
des sections auxiliaires (§ 3.5.1, § 3.5.2). Nous suivrons essentiellement la méme démarche que
Faltings et Wiistholz. Les nouveautés principales apparaissent a partir du paragraphe 3.5.3,
ol nous introduirons une structure de fibré adélique sur Wy afin de minorer sa pente. Cette
étape joue le role du lemme de Siegel dans la démonstration originelle de [26]. Le paragraphe
3.5.4 est le plus technique, et est consacré a la minoration de I'indice d’une section de Wy
(proposition 3.5.6). Nous ferons une utilisation systématique des éléments de la théorie des
pentes adélique dans cette partie. Nous pourrons ensuite démontrer le théoréme 3.1.1 (§ 3.6).
Enfin, nous démontrerons plusieurs corollaires de notre démonstration au paragraphe 3.7, qui

reposent sur 'utilisation du lemme de Siegel d’évitement (théoréme 1.1.23 page 34).

3.2. Bonnes projections et indice d’une section

Commencgons par rappeler la notion de bonne projection, introduite par Faltings dans
[24] (voir notamment le corollaire 2.14 page 557 de [24]).

PROPOSITION 3.2.1. Soit X une sous-variété de pure dimension dim X de P%. Il existe
une constante c; ne dépendant que de n vérifiant les propriétés suivantes. Il existe un polynome
homogéne F € HY(P%, O(N)) \ {0} et un morphisme 7 : X — PI™X tel que

(1) 7 est étale sur X \ (X NV (F)),
(2) N < (n —dim(X)) deg(X),
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(3) h(F) < (n — dim(X))(h(X) + c1 deg(X)?),

(4) V(F) contient tous les points singuliers de X .
Notons G = N,(F|x) € HY(PE™X & (M)) la norme de F (voir [20, § 6.5]). Le polynome
homogéne G vérifie les propriétés suivantes :

(1) le faisceau d’idéaux de V(G) annule Qﬁ(/Pdimx,

(2) M < (n — dim(X)) deg(X)?,

(3) h(G) < h(F) + 1 deg(X 2.

DEMONSTRATION. Cet énoncé est une version moins précise de la proposition 4.5 et du
corollaire 4.6 de [29] (ou la constante c¢; est explicite). O

DEFINITION 3.2.2. Nous dirons qu’une application 7 vérifiant les conditions de la propo-
sition 3.2.1 est une bonne projection de X, et le polyndéme G est appelé polynéme associé a
.

REMARQUE 3.2.3. Soit X une variété projective de pure dimension dim X. Considérons
une bonne projection m: X — PUmX. Notons G le polyndéme associé a 7 et I le faisceau
d’'idéaux de Opaimx de V(G). Soit « un point de X tel que w(x) n’appartienne pas a V(G).
D’apres la proposition 6.1.24 de [54], on dispose d’une suite exacte

0 — Homﬁx (Qﬁ(/]pdimXa ﬁX) — Homﬁx (Q%{/K, ﬁX) — Homﬁx (ﬂ'*QﬂlmdimX/K, ﬁX)

Comme I annule x /paim x, on en déduit que

7 g - Homy (Wi, 0x) = 7* (I - Hom g, (b x s O x) ) -
Par ailleurs, rappelons que comme 7 est étale en x, 'application
Tpaim X r(z) = Tx d— 79
est un isomorphisme (0l Tpaim x 1 (s), Tx,» désignent les espaces tangents).

Nous allons maintenant définir I'indice d’une section d’un fibré inversible. Soit m un
entier naturel non nul et soient Y7,...,Y,, des variétés projectives définies sur un corps K.
Notons Y =Y; X -+ Xg Yy,. Pour tout ¢ € {1,...,m}, on se donne une base 9;1,- .., i,
de HO(Yi,Hom(Q%,i/K7 0y,)). Considérons un m-uplet d = (di,...,d,,) d’entiers naturels
non nuls et notons Oy (d) = Oy, (d1) ®k - @k Oy, (dy,). Considérons un point régulier
x = (21,...,%m) € Y et une trivialisation de €y (d) autour de z, donnée par une section
so ne s’annulant pas au voisinage de z. Pour toute section s € H(Y, Oy (d)), il existe une
fonction f telle que s = f - sp au voisinage de x. On définit 'indice de s en z (relativement
a d), noté ind,(s), comme étant le plus petit nombre rationnel positif o tel qu’il existe un

m-uplet T = (71,...,Tm) € N4 x ... x Nfm vérifiant ", IZZ‘ =o0et
m 4; 8;”
LTI =2 f@) #o0.
e T j°
1=17=1 >
Par la formule de Leibniz, cette définition est indépendante du choix de la trivialisation. Par
ailleurs, elle ne dépend pas du choix des bases 0;1,...,0i¢,, 1 < i < m. Si 'indice de s
en z est supérieur ou égal & o, alors pour tout T = (T1,...,T) € N x ... x Nfn tel que
Sy l;f' = 0, on pose
m  £; 87'1]
T _ Yig
pr=1111+5
i=1j=1 "J°

et D7s(z) = D7 f(z) - so(z). Cette définition ne dépend pas du choix de la section sg. En
particulier, on définit ainsi une section locale D7s € Oy (d),. Remarquons que contrairement
a Pindice ind,(s), la section locale D7s dépend du choix de la base de dérivation.
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REMARQUE 3.2.4. Pour tout 7 € {1,...,m}, considérons un faisceau d’idéaux I; de Oy,.
Supposons que I; soit localement engendré par une fonction f; au voisinage de z; et que
fi(x;) # 0. Alors pour tout T = (1,...,Tm) € N4 x ... x N®mon a 'équivalence

a m Lo
HH ’]f ?éo«:»HH(T” % f( ))Hfi”(zi)ﬂ % T f(z) #0.

1131’7 i=1j=1 i=1 g1’7'

Dans cette situation, on en déduit que 'on peut définir I'indice de s en = en remplacant
chacune des bases 8, 1,. .., 0; ¢, par une base de H(Y;, I; -Hom(Q%/i/K7 Oy.)).

Supposons que pour tout ¢ € {1,...,m}, on dispose d’'une bonne projection m;: Y; —
PEm X telle que y; = m(x;) ¢ V(Gy), ot Gy désigne le polynéme associé a ;. Fixons un
entier i € {1,...,m} et considérons une base (9;1...9;.dimy,) de I'espace tangent Tpaim v, i
Le choix d’une trivialisation de Opaimy; (1) au voisinage de y; permet d’identifier G; & une
fonction G|, au voisinage de y;, qui engendre localement 'idéal Ig, de V(G; ). Pour tout
entier 1 < j < dimY;, posons 9, ; = 7 (Gi‘yibw-) € Ty, ;- Remarquons que le faisceau de

dérivations Hom(Q]%,d,m Yi /K Opaimv; ) est engendré par ses sections globales (voir par exemple
[76]). Ainsi, Gy),,0

la remarque 3.2.3, 9;; se reléve en une section globale de m; 'Ig, - Hom(Q%,i/K, Oy,). En

utilisant la remarque 3.2.4, on en déduit que l'indice de s en z est le plus petit nombre

1 N
4,7 se releve en une section globale de I, Hom(Q]P)dim Yi K Opaimy; ). D’apres

rationnel o tel qu’il existe un m-uplet T = (71,...,Tm) € N4 x - .- x Nfm vérifiant
[ b (m0;.5) 7
HH YR f HGZI:" H 7] (1’)7&0
i=1j=1 Z’J' =1 7j=1

et Z’L 1 ‘(?l

Slgnalons que l'on ne peut pas choisir arbitrairement les bases (9;;)i1<j<dimy; dans le
raisonnement précédent, car en général le faisceau des opérateurs différentiels sur Y; n’est
pas engendré par ses sections globales. Le raisonnement ci-dessus donne les détails implicites
contenus dans la phrase « We multiply D by Gil -+- Gt and then the resulting differential

operator D extends to X » de la démonstration originelle de Faltings et Wiistholz ([26, page
129]).

3.3. Théoréme du produit de Faltings

Soient m,n des entiers strictement positifs. On note P = P% x --- x P}% le produit
de m copies de P%. Soit X = X; Xg -+ xg X,, une sous-variété produit de P telle que
X; soit irréductible pour tout ¢ € {1,...,m}. Soient dy,...,d,, des entiers positifs et f €
HY(X, Ox(dy,...,dy)). Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme du produit de Faltings
([24, § 3]). Signalons que différentes versions effectives de ce théoréme ont été démontrées
par Evertse [22], Ferretti [28], et Rémond [68]. Comme l'ont expliqué Faltings et Wiistholz
dans [26, § 2], on peut déduire de ce théoréme une généralisation valable pour un produit
de variétés projectives au moyen de bonnes projections. Nous aurons seulement besoin d’un
corollaire (non effectif) d’une telle généralisation du théoréme du produit. La version suivante
est due & Vojta [77].

THEOREME 3.3.1 (Corollaire 18.3 de [77]). Considérons un nombre réel € > 0. Il existe
un nombre réel r(e) > 0 ne dépendant que de e, n, m vérifiant la propriété suivante. Supposons
que

di/di+1 > 7’(6), Vi € {1, oo, — ].}

et que les degrés des variétés Xq,..., X, sont majorés par un nombre réel cy. Considérons
un point x € (X1 X -+ x X)) (K) tel que ind,(f) > me. Alors il existe une constante c3 > 0
ne dépendant que de n, m, €, co et il existe des sous-variétés géométriquement irréductibles



3.4. LEMMES ANALYTIQUES 61

Z; C X;, définies sur K, telles que v € Z1 X -+ Zpy C X1 X -+ Xg Xy €l

HdegZZ- <cs, t€{L,...,m},
i=1

Zdih(zi) <e3 (Z di(h(Xi) +1) + h(f)) .

Une version effective de ce théoréme, o les nombres réels r(¢), c2 et c3 sont explicites, a
été démontrée par Ferretti (voir [30, proposition 5.6]).

3.4. Lemmes analytiques

Soit ¢: X — IP% une variété projective définie sur un corps de nombres K. Soit m: X —
P¢im X une bonne projection et soit G € HO(PE™ X &(M)) le polynéme associé & . Consi-
dérons des coordonnées homogenes Ty, ..., Tqim x sur P‘}(imx. Notons Uy ouvert affine de
PYm X des points 2z € PE™X tels que Ty(z) # 0. Pour tout entier j € {1,...,dim X}, on note
u; =T;/Tp € Opaim x (Uo) les coordonnées affines sur Uy. Notons également G|y, = MG e
ﬁpt}l{imX(UO) et Vo = 7T71(U0).

Fixons une base 517---75dimX de HO(P%mX,Hom(QI}PX/K, Opaim x)). Pour tout entier
1 < j <dim X, posons

0; == 7" (G0y)y, € H(Vo, Hom(QY i, Ox)).

SiT=(r1,-,Tdimx) € N X on note
dim X 7; dim X qTj dim X R
~NT j] T j] -1 |7 (ﬂ-*aj)r]
D= [[ & et D= [[ Z =G [
75! 75! Ti!
j=1 J j=1 J j=1 J

Le lemme suivant peut s’interpréter comme un analogue de 'inégalité de Cauchy pour
les sections de Ox(d), d € N. Rappelons que si v est une place de K, on a noté a(v) =1 si v
est archimédienne, a(v) = 0 sinon.

LEMME 3.4.1. Soient v une place de K, d un entier naturel non nul, et &' > 0 un nombre
réel. Il existe une trivialisation (Vy,ser) de Ox(d) sur Vy satisfaisant la propriété suivante.
Soit s € HY(X, 0(d)). Alors pour tout T € N X et pour toute place v de K, on a

¥y €Vo(Co)y DTFW)ollse @)l < (14N NGI L, sup [Is(2)]l,
z€Vp(Cy)
ou sy, = f s et cg >0 est une constante ne dépendant que de n.
Démonstration : Considérons un point y € V5(C,) et notons y = m(y). Sans perte de
généralité, on peut supposer que y ¢ V(G) (car sinon D7 f(y) = 0). Posons
Oy.v = Wf{|(ug(2) = ur(¥)kly, |2 € (V(G1,))(Co) € Un(Co)}
et
Ay, ={2€U(C,) | max Jup(z) —ug(¥)|o < Iy}

1<k<dim X
D’apres [26, page 125] (voir aussi [29, proposition 5.1]), il existe une constante ¢ telle que
S c“(”) ‘Gon @)‘v
yv = .
[Gllv,sup
Le morphisme 7 est étale au voisinage de y et il existe une section ¢ de 7 définie sur A, ,.

Soit € > 0 un nombre réel suffisamment petit pour que ifz < (1 +¢'). Nous allons montrer

qu’il existe une section s., de Ox (d), définie et ne s’annulant pas sur Vp, vérifiant

(22) Vze (Vo\m 'V (Gu,)(Cy), 1—¢ < [lsr(2)]ls < 1+e.
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Soit s9 € H°(Vp, €(d)) une section ne s’annulant pas. Pour tout z € (Vo \ 7'V (G|y,))(C,),
considérons un élément b,(z) € C, tel que |b,(z)], = ||so(2)]|, . On considére 'application
continue
Po: (VO\T"_1V<G\U0)>((CD> — Cy
z = by(2).

Si v est ultramétrique, il existe un polyndme P tel que pour tout z € (Vo \ 7'V (G|y,))(Cy),
on ait |P(2) — ¢y (2)]y < &/||S0llv.sup d’apres le théoréme d’interpolation de [15]. Considérons
la section s.r = P - s9. Alors pour tout z € (Vo \ 7'V (G|y,))(Cy), on a

Ise(2)llo = llso(2)llo[P(2)|o < [Is0(2)[[o]@w(2)|0 +€ =1 +e.
De méme, on a [|ser(2)[ly > 1 —e. Ainsi, pour tout z € (Vo \ 7'V (G),))(Cy), on a
e < s () < 1+e

Dans le cas archimédien, on procede de la méme maniére en appliquant le théoréme de Stone-
Weierstrass & ¢,: B(p, ) = R, z + [|so(2)]|; . L'inégalité (22) est en particulier vraie pour
tout point z € ((A, ). Il existe une fonction f sur (A, ) telle que si¢(a, ,) = f-ser. Posons

f = ¢*f. Notons R := SUP.ea, ., 1F(2)]y < (1 —e) " sup,cyy(c,) I15(2) |l D’apres Vinégalité
de Cauchy en plusieurs variables (voir [77, lemme 15.1] pour le cas ultramétrique), on a

D FW)lllse ®) o = G @I 152 @) 1o D™ F @)
< (G @1+ )2

7|
y,v

14e Gloo @)™
s( ) sup [5Gl (U
1—-¢ z€VH(Cy) 6y,v

1+4+¢ a(v
S(1)c<> sup |[s(2)I1. |G
—€ 2€Vo(Cy)

7]
v,sup

< (1+Ne™ sup s(2) oGl p-

2e€Vp(Cy
]
Pour tout entier ¢, pour tout T = (71,...,7) € N et pour tout b € N\ {0}, on note
L) = {G1,--d0) e N [ Jri+.. . +ipi=7, Vie{l,...,0}}
Remarquons que
card I (b) = card{j = (t1,...,ts) € (NO)* | |t;| =7, i€ {l,...,0}}
¢
“11 b—147\ _ o-1yesir|
. b—1 -
=1
Nous aurons besoin du résultat suivant, qui est une conséquence du lemme 7.2 de [26].
LEMME 3.4.2. Soit v une place de K et soient \y,..., s des entiers naturels. Posons
d= Zizl M. Pour tout nombre réel &' > 0, il existe une trivialisation (Vo,se) de Ox (1)
sur Vo satisfaisant la propriété suivante. Soient s1,. .. sy des sections de HO(X, Ox (1)) et soit

s=1511 -5, € STHY(X, Ox(1)) C HY(X, Ox(d)). Alors pour tous y € X(C,), T € NdmX_
vE XK, on a

¥4
T a(v)((b—1)¢+|T T
DT F@)ullser ()12 < (14 )z CVHUGIIL T sl p
k=1

£
x max [T [lse(y) [y ieb0),
Jel-(b) ;==

ou S, = fr S, f= flAl e)‘z et c5 est une constante ne dépendant que de n.
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Démonstration : Soit € > 0 un nombre réel et soit y € X(C,). On peut supposer que
y=7(y) ¢ V(G) car sinon D7 f(y) = 0. En reprenant les notations et le raisonnement de la
démonstration du lemme 3.4.1, on dispose d’une trivialisation (Vp,s.) de Ox (1) sur V; telle
que

Vze W*I(Ay,v), 1—e<|Isc(2)||o <14¢

et d’une section ¢ de 7w définie sur A, ,. Pour tout k € {1,...,¢}, on pose ﬁ = (*fi et
Ry = sup.en, , [fu(2)lv < (1 + €)|[skllv,sup. D’apres le lemme 7.2 de [26] (voir aussi [29,
proposition 5.2]), on a

DR 1) = G @)

DTN f (@)

¢ . )

Gu, (§)o _ '
< 20M@= DT TT Ry (l'O max - () [ e i)
= k=1 k 6y,v jeIT(b)’g ”f (@H

14

0
< A (b=1)t+)) H sl %up |G g,supjg}aﬁ) H s (3) |25 e =131 0)
T k=1

k=1
1+e\*
>< )
1-¢
oll ¢ est une constante ne dépendant que de n. Par ailleurs, |D7 f(y)|.|s-(v)]|¢ < (1 +
g)? ‘D"' () r donc le lemme est démontré pourvu que € soit choisi de sorte que
(1+¢e)?/(1—e)d <1+¢.

O

3.5. Constructions préliminaires

3.5.1. Sous-variétés et filtrations induites. Soit m un entier naturel non nul. On
désigne par Xém) = X1 XXXy, le produit fibré de m copies de X, := X x g Spec(L). Pour
tout i € {1,...,m}, notons pr,: Xém) — X, la i-éme projection. Soit Y = Y] X ---x Y, une
sous-variété produit de XI(Jm) (i.e. pour tout 1 < i < m, Y; et une sous-variété de X, définie
sur L). SiY; # X1, on suppose dans la suite que Y; est irréductible. Pour tout ¢ € {1,...,m},
pour tout k € N, posons 'y (Y;) = HO(Y;, Oy, (k)) et considérons l'algebre graduée

Lo (Yi) = D Tr(Y)-

keN

Fixons un m-uplet d’entiers naturels d = (dy,...,d,,) et notons Tq(Y) = H(Y, Oy (d)) =
Iy, (Y1) ®L - ®nTq,, (Yim).

Soit w une place de ’ensemble &2. Si k est suffisamment grand et divisible, alors I'y(Y;)
est un quotient de H(X, Ox, (k)) = S¥V (rappelons que V = T'1(X) = H(Xp, Ox, (1))).
La filtration (V,.%,) de V induit une filtration sur I'espace vectoriel S*V, qui induit & son
tour une filtration (T'x(Y;), %) sur Ty (Y;) par quotient. Nous noterons p,, (T'x(Y;)) la pente
de cette filtration. On dispose d’une variable aléatoire associée a la filtration (I'y(Y;), %),
que l'on note Zy ,,(Y;), qui vérifie

B (V) = E(Zw(Y)/K) = TE(Zeu(Y) = Limu(Te(¥)

(voir le paragraphe 1.6.1). Supposons que d; est suffisamment grand et notons p; 4, ., la mesure
de probabilité sur R associée a la variable aléatoire Zg, ,,(Y;)/d; : pour tout nombre réel ¢, on
a

dim ﬁtdird, (Y)
- t =P(Z, (Y)/d >t) = ——w ~ %"V
pratnllt +00]) = B(Zo, (V) /s 2 1) = T e
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Notons également Eq ., (Y) := > E; 4, (Y). On définit une filtration de T'q(Y’) en consi-
dérant, pour tout nombre réel ¢, ’espace vectoriel
FLTq(Y) = Z Vect {s1 @ @ sm | 8; € FLUT, 4,(Y;) Vie {1,...,m}}.

(t1,0mstm ) ERT
t et >t

Concretement, si (84,0, - - -5 Sw,dimv) €st une base de V' adaptée a la filtration (V,.%,,), toute
section s € FLTq(Y) s’écrit sous la forme

m dimV

Nij
5= ZGA® H pr; (Swi™ )|y
AeA  i=1 j=1
ot A ={A= (N )i, € NIV i {1 m}, Z?i:niv)\i,j = d;}, et pour tout XA € A
tel que ay € L est non nul, on a

d

(3

m dimV
3 Aij ordu(Swy) o
—1 j=1 g

Considérons la mesure de probabilité

Pdw = Pl,dy,w * % Pmd,, w
définie comme le produit de convolution des mesures de probabilité p; 4, «, 1 <7 < m. Clest

la mesure de probabilité associée & la variable aléatoire Zgy, ,(Y1)/d1 4+« + Za,, w(Yim)/dm

m s

(remarquons que les variables aléatoires Zg, ., (Y;)/di, 1 < i < m, sont indépendantes). La
définition de la filtration (I'q(Y), %) entraine 1’égalité

dim LTy (Y)
pd,w([t, +oo[) = “dimTa(Y)

pour tout nombre réel ¢.

3.5.2. Espace vectoriel des sections auxiliaires. Conservons les notations intro-
duites précédemment. L’objet de ce paragraphe est de définir un sous-espace vectoriel W4 (Y)
de T'q(Y) dans lequel nous construirons une section auxiliaire. Supposons que 1'inégalité
[L:Q] <) ep (V) soit vérifiée et fixons un nombre réel § tel que

0<d< > pu(V)—[L:Ql

weP

Pour toute place w € &, posons V,, q4(Y) = fgd"‘”(y)_méFd(Y) et considérons le sous-espace
vectoriel Wq(Y') de I'q(Y') défini par Wa(Y') = (1,2 Vaw,a(Y). Nous cherchons maintenant
a minorer le quotient dim Wq(Y')/dimT'q(Y"). Fixons une place w € & et notons

Iw,é,d = / dpdﬂu(t): 1-— pd,w([Ed,w (Y) —md, +OO[)
t<Eq.w(Y)—ms

On a ainsi dim V,, q(Y) = (1 — Ly,5,0) dimTq(Y).

LEMME 3.5.1. Supposons que § < cy.e,, /2. L’inégalité suivante est vérifiée :

3ms?
Iy 5.0 < exp 12 .

w7e‘LU

Démonstration : On a

Iw767d = /771 IL{Z@ ]EiydiYw(Y)—n16>t1+'-*+tm/}dp1)d17w(t1) U dpm7d7n7w (tm)

B / ]l{exp(u?% Zi(Ei,di,w(Y)—t,y))>exp(p7ﬁ)}dp17d17w(t1) e dpmdyy w(tm)-

w,eq
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On en déduit que

52
Iw,é,d €xp ( o >
w2
Ei(]Ei”di’w(Y) t; ))>cxp(¢

= exp 1
/m (cw,ew> {exp( cguse po

0
< /]Rm exp (Ci; o Z(Ei7di,w(y) - t1)> dp1,dy,w(ts) -+ dpm,dyw(tm)

- H [ [ o (= B0/~ dpautt
Par ailleurs, on a presque stirement ’encadrement

(23) 0 S Zd“w(YtL)/dz S Cw, e -

En utilisant 'hypothése faite sur d, on en déduit que

)}dpl,dl,w(tl) e dpm,dm,w(tm)

2
Cuw,ew
E(Za; 0 (Yi)/di) = Za; 0/ di] < 2¢w.e, < —5 DPs.

Remarquons que exp(r) <1+ x + 22 si |z < 1. Pour tout i € {1,...,m}, on a donc

/Rexp (Cifew( (Za; w(Ys)/dyi) — )) dp;,d; w

2

< 1+ c /(E(Zdww(}/z)/dL) - ti)dpi,di,w + /(]E(dew( z)/dz) — ti)dei,di,w

w,e, JR w,e, JR
2

=1+ Var(Zq, w(Yi)/d;).
D’aprés (23), on a également Var(Zg, ., (Yi)/d;) < “2= (voir la remarque 3.5.2 ci-dessous).
On en déduit que

) 52
exp (o (E(Za, (V) /d5) =) ) dpivtsw < 1+ —
R Cw,ew 4Cw ,ew

On a finalement

mé? 52 " mo? mo? —3mé?
Iysa < exp (— ) (1 + ) <exp|-— exp < exp(—5—),
B e Ach e, e Ach e, Ach e,

ce qui acheve la preuve.

REMARQUE 3.5.2. Dans la démonstration, nous avons utilisé la propriété suivante : si
Z est une variable aléatoire vérifiant presque stirement ’encadrement 0 < Z < ¢ avec a un
nombre réel, alors la majoration Var(Z) < a?/4 est satisfaite. En effet, on a dans ce cas

© _Var(z) = &+ B(2) B2
- (g - 1E(Z))2 +aE(Z) — E(2?)
- (g - (Z))2 YE(Z(a—2)) >0

REMARQUE 3.5.3. Dans l'article [26], Faltings et Wiistholz utilisent également un argu-
ment probabiliste majorer une quantité analogue & I, 54, qui repose sur la loi des grands
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nombres. Comme les variables aléatoires Zg, ,(Y;)/d;, 1 < i < m, sont indépendantes, le
nombre réel

Eaw(¥) =) Eidw(Y) =) E(Zaw(Yi)/d)
i=1 i=1

est 'espérance de la variable aléatoire Zq .y := Za,,w(Y1)/d1+ -+ Za,, w(Ym)/dm, et I'on
a

2
me
Var(Za . (Y)) = Var(Za, .,(Y1)/d1) + - + Var(Za,, w(Yon)/dm) < Z,ew .

En appliquant la loi des grands nombres, on obtient que
Iw,é,d = P(E(Zdﬂu(y)) — Zd’w(Y) > m5) < ]P)(|E(Zd7w(y)) — Zdﬁw(Y)| > m5)
< Var(Zq ,(Y))
- (md)?
2

W,Eq
= 4mé?’
Cet argument est celui utilisé dans la preuve originelle de Faltings et Wiistholz (voir [26, §5]).
Nous aurions pu nous contenter de cette majoration pour démontrer le théoréme 3.1.1 (et donc
le théoréeme 2.0.1). Cependant, 'amélioration donnée par le lemme 3.5.1 nous conduira a un
énoncé plus précis au paragraphe 3.7.

PROPOSITION 3.5.4. Supposons que § < ¢y e, /2 pour toute place w € &. Alors

dim Wa(Y) > (1 ~ card(2) exp (‘3’”52» dim T (V).

4 max,,cp 2

w7e’lu

Démonstration : Par la formule de Grassmann et un raisonnement par récurrence, on
montre que si Fi,---F, sont des sous-espaces vectoriels d’'un espace E vérifiant dim F; >
(1 —=X\;)dim E pour ¢ € {0,--- ,n}, alors

dim(()F) > (1-)_A\)dimE.
Le lemme 3.5.1 implique alors I'inégalité recherchée.
O

3.5.3. Structure de fibré adélique sur I'q(Y) et minoration de i, (Wq(Y)). Soit
i €{1,...,m}. Nous munissons le L-espace vectoriel I'g, (Y) d’une structure de fibré adélique
en considérant la norme |||y sup sur I'q, (Y;) ®1 C, pour toute place v € ¥1. On considere
la structure de fibré adélique induite par produit tensoriel sur I'q(Y'). Le fibré adélique ainsi
défini est pur (voir la remarque 1.3.9 page 39). Rappelons que Wq(Y) = (,c Vw,a(Y).
L’objet de ce paragraphe est d’établir une minoration de la pente de Wq(Y) de la forme

ﬁn(Wd<Y)) Z CG(dl + -+ dm);

ou cg est une constante indépendante de d.
Etape 1. Nous allons commencer par minorer deg, (V;,.a(Y")) pour une place w € & fixée.

Considérons une base (Sy,1,---,Sw,dmv) de V adaptée a la filtration (V,.%#,). On fixe une
base (g1, - - - gdim v, q(v)) de Vip,a(Y) formée de vecteurs de la forme
m dim V'

Q[ I priswi™ )y
=1

=1

avec Z;h:niv Aij = d; pour tout ¢ € {1,...,m}. D’apres la proposition 1.1.12 de la page 31 et
la majoration grossiere

log(2dim V,, a(Y)) < 2 Z log(dim V&%) = 2log(dim V)(dy + - - - + d,n,),
i=1
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on a
dim Vy,,a(Y) 1
—deg,(Vwa(Y)) < > hige) + 5 dim(Viya(Y) log(2dim(Vyy a(Y)))
k=1

dim Vi, a(Y) m
< Z Zdi max {0, h(sy,;)}
k=1 1=1

1<j<dimV

+ log(dim V') dim(Vyy, a(Y))(d1 + - - + dm)

<(di+-+dpy)dimV,q(Y) <1<;2%§11V{07 h(sw,;)} + log(dim V)) .

_ _ . > .
En notant k,, max, 1Sjr2%§n V{O, h(sw,;)}) +log(dim V') > 0 on obtient

deg, (Vua(Y)) > —#u dim(vw a(V))(d1 + .+ dp)

= ,

La constante k,, est indépendante de d.
FEtape 2. Nous allons maintenant majorer la pente maximale fimax(I'a(Y)). D’apres la
proposition 1.1.20 page 33, on a

m 3 m )
Nmax(Fd S Z ax Fd (Y + 5 Z log(dlm Fdi (Y;))
i=1 i=1

D’apres la proposition 1.1.16 page 32 et le lemme 1.5.7 page 42, il existe une constante c telle
que pour tout entier 1 < ¢ < m, on ait

umax(Fd (Y)) < Al(Fd (K)) + Cdi S hﬁ(dl)(Y;) + Cdi = dzh(Y;) + Cdi.

On en déduit qu’il existe une constante ¢; > 0 ne dépendant que de n telle que
m
,umax 1_\d Z C7 + h

Etape 3. Nous allons maintenant raisonner par récurrence sur le cardinal de & pour
montrer la propri¢té suivante : il existe une constante Tca,q(27) positive et indépendante de
dy,...,d, telle que

deg, (Wa(Y)) > —dim(Ta(Y)) D (feara( ) + card(2)h(Y;))d;.
i=1
Supposons d’abord que card(Z?) = 2. D’apres la proposition 1.1.10 de la page 30, on a :
— 1., .
deg,( Z Vw.a(Y)) + degn Wa(Y Z deg, (Vip,a(Y)) — 3 dimTq(Y)log(2dim Tq(Y)).

weP we P

On en déduit que

dim( Y Vip.a(V))fimax (Ta(Y)) + deg, (Wa(¥))
weP

> dim( Y Vipa(V)iin( D Vina(Y)) + deg, (Wa(Y))
weP weP

> 3" ez, (Vioa(YV) — 5 dim Ta(¥) log(2dim Ta(Y).
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En remarquant que log(2dim 4 (Y)) < 37 2log(dim V@) = 2log(dim V) (d1 + - - - + dyy,)
et en notant Ky = ), 4 Ky + log(dim V'), on obtient d’apres I’ étape 1 :

dim( 3 Vi a(V) e (Ca(Y)) + Aoy (Wa(V)) = — 3 i dim(Ta(¥) (e 4+ +d)
weP weP

- % dim Tg (V) log(2 dim Ta(Y)),
puis
A (T (V) )fimas (Ta(Y)) + deg, (Wa(Y)) > —rr dim(Ta(Y))(dy + . .. + o).

D’apres I’étape 2, on en déduit que
deg, (Wa(Y)) > —dim(Ta(¥)) > (r1 + e7 + h(Y;))d;.
=1

Passons maintenant au cas général. On suppose le cardinal de & quelconque et on fixe
une place wg dans . D’apres la proposition 1.1.10, on a

deg, | Vupa(Y) + () Vwa(Y) | + deg, (Wa(¥))

wF#wo

> deg, (Vipa (V) +deg, | () Vioa(Y) | = dim(Da(Y)) log(dim V)(dy + - - - + dy),

wF#wo

d’ou

dim | Vi a(Y) + () Via(V) | fimax(Ta(Y)) + deg, (Wa(Y))

wH#wo

> deg, (Vuo.a(Y)) +deg, | [ Vwa(Y) | — dim(Ta(Y))log(dim V)(ds + - + di).

wF#wo

D’apres I’ étape 1, on a donc

dim [ Vip.a®) + () Via(¥) | Frmax(Ta(Y)) + deg, (Wa(Y))

wFwo

> —(Kuy + log(dim V) dim(Ta(Y))(dy + -+« + dy) + deg, [ () Via(Y

wF#wo

Par hypothese de récurrence, on a

deg, [ [ Vewa(¥) | = —dim(Ta(Y)) > (Teard(z)-1 + (card(2) — Dh(Y;))d;
wF#wo i=1
Ol Teard(#7)—1 €5t une constante positive et indépendante de di, ..., dy,. En utilisant I'étape

2, on en déduit qu’il existe une constante 7.,.q(27) telle que

m

deg, (Wa(Y)) > —dim(Ta(Y)) Y (Teara(z) + card(2)h(Y;))d;,

i=1

et la propriété est démontrée. Nous obtenons la proposition suivante, dont la seconde partie
est une conséquence de la proposition 3.5.4.
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PROPOSITION 3.5.5. Il existe une constante positive cg indépendante de d telle que
m
deg, (Wq(Y)) > —dim(Tq(Y)) Z(Cﬁ + card(2)h(Y;))d;-
i=1
Sid < minyes Cye, /2 €t si
dmaxy,ep 2, . log(card(2?))
m > w :
- 3462

alors il existe une constante cg > 0 indépendante de d telle que

In(Wa(Y)) 2 —cs Y (¢ + card(P)h(Y))d;.
i=1
3.5.4. Minoration de I’indice d’une section. Soit Y = Y7 X --- X Y,, une sous

variété produit de Xém). L’objet de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 3.5.6. Considérons une famille de nombres réels (ty)weco et supposons
que Y cptw > m[L : Q. Pour tout i € {1,...,m}, considérons une bonne projection

mitY; — P‘zimyi et notons G; € L[Xy, ..., Xaimy;] le polyndme homogéne associé. Soit € un

nombre réel vérifiant
Zweg@ tw/m - [L : Q]

([L : Q] + Zwe.@ vaew) .
Soient dy,...,d,, des entiers tels que dy > do > -+ > d,, > 0 et tels que la famille de
filtrations (Ta(Y), (Fw)we ) soit bien définie. Supposons que ’espace vectoriel
Wa(Y) = () ZirTa(Y)
weP

O<e<

soit non nul. Soit cg > 0 un nombre réel tel que
> dih(Y;) <co(di+...+dp) et degY; <cy Vi€ {l,... m}.
i=1

Alors il existe une constante cig vérifiant la propriété suivante. Pour toute famille x =
(1,...,2m) € Y(K) de solutions du systéme d’inégalités (21) telle que

o Vie{l,...,m}, m(x;) ¢ V(G;),
o dih(z1) < d;h(x;) < (1+¢e)dih(z),
e h(z1) > cio,
et pour toute section non nulle s € Wa(Y) telle que
h(s) < co(dy + -+ dm),
Vindice de s en x vérifie ind,(s) > me.
Dans la suite nous noterons

</V —_ NdimY1 VTR, NdimYm

) il L

. T1 Tm

1nd(‘r)—d—1+-~~+m
pour tout 7 = (71,...,7T,) € A . Considérons un voisinage ouvert (pour la topologie de
Zariski) U = Uy X -+ x Uy, de x dans Y sur lequel Oy (d) est trivial : il existe une section
sp € HO(U, ﬁy(d)lU) ne s’annulant pas sur U et pour toute section s € T'q(Y), il existe une
fonction f € Oy (U) telle que sy = f - so. Pour tout 7 € {1,...,m}, on considére une base
5@1, ceey 5i7dimyi de dérivations sur P%m i ¢’est-a-dire une base du K-espace vectoriel

HO (]P)(;(lm Y; , Hom(Qédim Y; /K’ ﬁpdim Y; ))
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Pour tout j € {1,...,dimY;}, posons 9;; = w;‘(Gig?i,j)wi € HO(U;, Hom(Qy, /., O;)). La
restriction de la famille (9;1,...,0; dimy;) fournit une base de l'espace tangent Ty, ,,, que
l'on notera encore (9;1,...,0; dimy,). Nous noterons z; = (z;1,..., % dimy;) le systeme de
parametres associé. Pour 7 € 4, posons

m dimY; 8‘& k

=@ I
ikl

=1 k=1

Soit s € Wqa(Y) \ {0} une section telle que
(24) h(s) < eg(dy + -+ dy,).

Nous allons raisonner par contraposée en supposant que l'indice o := ind,(s) de s en z est
inférieur a me. Nous devons montrer qu’il existe une constante c1¢ indépendante de z telle que
h(z1) < c10. Soit Wdyg (Y) le sous-espace vectoriel de Waq (Y) des sections d’indice supérieur
a o en x. D’apres la discussion terminant le paragraphe 3.2, ¢’est ’ensemble des sections s’
de Wq(Y) vérifiant : pour tout nombre rationnel ¢’ < o, on a

S DTS (@)l e =0,

ind(7)=0"

On considere le L-espace vectoriel

F= Y QSm1y,,, o 6y(d) ).
e N =1

ind(7)=c

et I'application

p: Waoe(Y)=F 8= | Y D@zl e @z | @sla)€F

ind(7)=0

ou f' € Oy (U) est une fonction telle que s? v = f'+s0. Par la formule de Leibniz, I'application
¢ est indépendante du choix de la trivialisation de &y (d). Par définition de o, la section s
appartient a ﬁ//dﬂ(Y) et ¢(s) # 0.

Pour tout ¢ € {1,...,m}, on munit Pespace vectoriel 1y, ., de la structure de fibré
adélique hermitien pour laquelle la base

(”Gi”v,supzi,la ceey ||GiHv,supZi,diin)

de Ty, ,. ®1, C, est orthonormée en chaque place v de L. La métrique (|.[l»)vex, sur Oy (d)
confére également une structure de fibré adélique hermitien au L-espace vectoriel Oy (d)(x) ~
L, et ces choix induisent une structure de fibré adélique (F, (||.||lv)ves, ) sur F par produit
tensoriel. Soit s’ € ’Wd,g(Y) et soit f' € Oy (U) telle que s| = f" so. Soit v une place de
L. Rappelons que l'on a noté a(v) = 1 si vjoo et a(v) = 0 sinon. La définition des normes
induites par produit tensoriel et par puissance symétrique (voir le paragraphe 1.1.3) entraine
que la quantité ||p(s)]|, est majorée par

- a(v)/2

|
g,

(card{T € A | ind(T) = 0})*™) x max

ind(T)=0

D7 (@), 21 @- - @z {lo- 5o () o

< (card{r € A | ind(r) = 0})*™) x max D7 f'(@)[, [[IGill;"™!] - Is0(2)ll,
i=1

ind(7)=0c v
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(ot la majoration |7!/a!|%") < 1 provient du fait que o!/7! € N est un coefficient multino-
mial). Pour toute place v de L, on a donc

lo(s)llo < (card{r € A" | ind() = a})*") x max HIIG I D7 F (@) ulls0 (@) o

ind(T)=0

= (card{r € 4 | ind(r) =o})* x_max HIIG 527! @)1

Comme ¢(s) # 0, la définition de h(p) entraine immédiatement I'inégalité

h(p(s)) < h(s) + h(p).

Par définition de la pente maximale, on a par ailleurs I'inégalité

~Fimax (F) < —fin (Vect(ip(s))) = —deg, (Vect(i2(s))) = h(p(s)),

et on en déduit que

(25) - ﬁmax(F) S h(S) + h(@)

Nous allons obtenir un majorant de h(z1) grace a cette inégalité.
3.5.4.1. Majoration de [imax(F). Comme Oy (d)(z) est de dimension 1, la proposition
1.1.19 entraine

fimax(F) = deg, (Oy (d)(@)) + fimax | P Q) S™ITY, .,

[T1y|Tm ], =1
ind(T)=c

Puisque la section sy de €y (d) ne s’annule pas en z, on a so(z) € Oy (d)(z) \ {0}, et on en
déduit que

Fety (v (@) == 3 L g ool = oy (o)
vEX] ’

par définition de d/e\gn et de la hauteur de g, (q)(z). Comme

Oy (d) = pri Oy, (1)®" &4, --- @ pry, Oy, (1)%,

les propriétés de la hauteur associée & un fibré inversible adélique rappelées au paragraphe
1.3.3 entrainent que deg, (Oy (d)(z)) = >_i~, d;h(z;). D’aprés la proposition 1.1.21 de la page
33, on a par ailleurs

m m
| D @571 | = e {n (@57m ).
171l | T, i=1 ind(r)=c i=1

ind(r)=0c

Pour tout 7 € A tel que ind(7) < o, les propositions 1.1.20 et 1.1.17 entrainent que

. X ol AN , R . _

(@s) <D e (STY, 1) + 5 D logdim (ST, )
i=1 i=1 =1
m N , 1 m
< ; [7ilfimax (T, ) + 5 ; d;log(n +1)).
Pour tout i € {1,...,m}, on a par ailleurs
dimY;

finax (T¥, 4,) = fimax | €D Vect(z;;) | = max _ deg,(Vect(z;;)) = h(G;)

1<j<dimY;
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d’apres la proposition 1.1.21 page 33. On en déduit que

Z |Ti|ﬁmaX(T}\%,xi) = Z |Ti|h(G)
i=1 i=1

En utilisant la proposition 3.2.1 et les hypotheses faites sur les degrés et les hauteurs des
variétés Y;, on en déduit qu’il existe une constante ci; positive telle que

(26) Fimax (F Z (x;) +cri(dy + -+ + dm).

La constante ci; ne dépend que de n et de cq.
3.5.4.2. Majoration de h(yp). Nous cherchons maintenant & majorer la quantité

He) = 3 g e lel

W, o(Y)®r C, \ {0}}. Nous aurons besoin du lemme

ot [l¢llo = sup{|le(g)ll»
suivant.

LEMME 3.5.7. Il existe une constante c1o > 0 telle que pour toute place w € P, on ait la
propriété suivante. Soit s' € FLeTq(Y) @y Cy et soit T € N tel que ind(7) = ind,(s') = 0.
Alors

a(w)(di4--+dm N .
ID78 (@)l < 5T S Ly sup exp(—di (1) (b — e, 0)/ L = Qu]) [T G-

Démonstration : Supposons que la place w est ultramétrique. Soit o €]0,1[ un nombre
réel. D’apres la proposition 1.1.5 page 28, il existe une base (s1, ... Sqim v ) de V@, C, adaptée
a la filtration (V,.%#,) telle que

dim V'
«a max |b s an < brs
1§k§dimv| k|w|| kHw,sup >~ Z kSk
k=1 w,sup
pour toute famille (bg)1<k<dimy d’éléments de CH™V. Pour tout i € {1,...,m} et pour tout
kEe{l<...,<dimV}, on pose s;, = prysg. La section s’ s’écrit sous la forme

m dim V' di m dim V'
=@\ X sy ) =@ | 3 en T s
k=1

i=1 i=1 \ |A;|=d;

avec y .- 1Zd‘mV%“’(g”‘) > ty, et ax, = (i”)bf‘l o bai v ™Y Pour tout entier
1 < i < m la norme ||.||ysup sur I'g,(Y;) est la norme quotient de la norme ||.||w sup Sur
Iy, (X). On en déduit que l'on peut choisir les familles (b; x)1<k<daim v de sorte que

d; d;

dim V'

g bikSik)y,

dim V'

Z bl kSik

m

I8 llwsup = ] T

i=1

m

>aH
=1

w,sup w,sup

di di
ZaHa (_max | Poislullsielhusus)

d;
>a] |10¢ max fax fw | _max o sikllisup-
=
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En appliquant le lemme 3.4.2, on a les majorations

ID7 (@) < H{O + )Gl max

- 1<k<dim V,\;
=1

dim V'

« max H ”51 A $Z)”max(% =ikl 0)}

JeI-(dim V)

m
H{ (Gl max o bullses
— —_ —_ ’ K3

dim V'
X max _exp (h(;z:i) > ordu(sik) max(Ai g — |ikl, 0)/[Lw : Qw}>}

jEL(dim V) —

H (4 )Gy | a5l aup
— —_— ’ T

x exp(—di1h(z1)(tw — Cw,e0)/[Lw : Qu)),

en remarquant que pour tous j(l), . ,j(m) dans I-(n+ 1), on a
m dim V'
ordy,(s;,
= h(wi) > orduy(six) max(A; —1391,0) < —dy h(= DY ( ’“>(d‘ — 1)
i= k=1 ik v

< —dlh($1)(tw - Cuuewa)'

On en déduit que la quantité [|[D7s’(x)]|., est majorée par

1 + a )
a1+d1+ v H IGilllT iy X 118w sup eXP(—daho(1) (b = Cu e, @)/ [T = Qu),

et on conclut en falsant tendre o vers 1. Si la place w est archimédienne, on applique le

procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt & une norme hermitienne ||.||’, sur V ®r, C,,

Verlﬁant all flwsup < -l < | llwsup pour construire une base (s1,...Sqimyv) de V =
H(Xp, 0x, (1)) ®; C, adaptée a la filtration (V,.%,) telle que

1/2
a Z (

1<k<dim V

dim V

Z bksk
k=1

pour toute famille (bg)1<k<dimy d’éléments de CZ™Y. On démontre alors le lemme 3.5.7 de
la méme fagon que dans le cas ultramétrique.

)2

w,sup

O
Ce lemme conduit a la proposition suivante.

PROPOSITION 3.5.8. Il existe une constante cy3 telle que
h(p) < cismdy — mdyyh(xy),
ou V= Zwe@(tw/m - vae1u€)/|:L : Q]

Démonstration : Soit w une place de & et soit s’ € Wd’g (Y) une section non nulle. Alors
s’ appartient & ZLeTq(Y) ®r C, et 'on a

27)  le(s)hw < jnax H IGlLTLI DTS ()]l % (card{r € A" | ind(r) = a})*"),

ot a(w) = 1 si w|oo et a(w) = 0 sinon. Soit 7 € 4 tel que ind(7) = 0. D’apres le lemme
3.5.7 et linégalité (27) il existe une constante ¢ telle que

||S0|| a (w)(dat-Fdm) eXp(_dlh(xl)(tw - Cw,ewg)/[Lw : Qw])
< c“("’)(d1+"'+d’n) exp(—di1h(z1) (tw — MCw e, €)/[Luw + Qu))-
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Considérons maintenant une place quelconque v de L et un nombre réel &/ > 0. D’apreés le
lemme 3.4.1 et inégalité (27), quitte a agrandir ¢, on a

()l < (1 "))t

On en déduit que |||, < (14 &')et@(dit+dm) Ep faisant tendre &’ vers 0, on a ||¢||, <
c()(dit+dm) Pinalement, on a

S/ ||’U,SUp'

tw — MECY ¢
h(e) <c(dy + -+ +dm) — dih(zq) Z ——— = < cmdy — mdyyh(z1),
weP [L : Q]
ce qui acheve la preuve.
]
3.5.4.3. Démonstration de la proposition 3.5.6. D’aprés les inégalités (24), (25), (26) et
la proposition 3.5.8, il existe une constante ¢}, ne dépendant que de n, [L : Q], ¢g telle que

mdy(y — (1 +¢))h(z1) < cjgmd;.

Par ailleurs, ’hypothése faite sur e assure que c¢f, := v — (14+¢) > 0, et on a donc h(z;) <
cho/ o, ce qui achéve la preuve.

REMARQUE 3.5.9. En choisissant € de sorte que

2oweg tw/m — L : Q]

O<e< ’

(GL:Q+ X ew cue,)

on a l'inégalité v — (1 + ¢) > /2, qui conduit & la majoration h(z1) < 2¢j,/e. Dans cette
situation, la constante c19 obtenue dans la proposition 3.5.6 ne dépend que de n, [L : Q], ¢g
et €.

3.6. Démonstration du théoréme 3.1.1

On considére un nombre réel € > 0 et un entier naturel m non nul. Soit 7(¢) > 1 un nombre
réel vérifiant la propriété du théoréme du produit 3.3.1. Soit = (x1,...,Tm) € X(m)(K) un
m-uplet de solutions de (21). Supposons qu’il existe des entiers naturels non nuls dy, ..., d,
tels que pour tout i € {2,...,m}, on ait

difl/di 2 7"(5),
(28) { dih(z1) < dih(z;) < (1+¢e)dih(z1).

Posons d := (di,...,dn) € N™. Dans la suite, le mot constante désigne un nombre réel
indépendant de x et de d.

REMARQUE 3.6.1. Si h(z;4+1) > (1 + &)r(e)h(x;) pour tout i € {1,...,m — 1}, il existe
des entiers naturels non nuls dy, ..., d,, satisfaisant (28) (voir [26, page 127]). Dans ce cas,
on peut également choisir les entiers dy, ..., d,, arbitrairement grands (quitte & multiplier d
par un entier).

La démonstration du théoreme 3.1.1 repose sur la proposition suivante.

PROPOSITION 3.6.2. Supposons que la famille de filtrations (V, #)we o soit semi-stable.
Sim et dy,...,d, sont assez grands et si € est suffisamment petit, alors pour tout entier
j € {0,...,mdim X}, il existe une constante c14(j) satisfaisant la condition suivante. Si
h(xz1) > c14(j), alors il existe un produit de variétés géométriquement irréductibles

YO =y xpox v c x™
défini sur L, contenant x, de dimension dimY ¥ < mdim X — j et tel que :
deg Y,V < epu(j) Vie{l,...,m}
et .
ST dh(YD) < cra(i)dy + .+ di).

i=1
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Démonstration : Nous allons démontrer la proposition par récurrence. Pour 7 = 0 il suffit
considérer un produit Y(© ¢ Xgm) de composantes irréductibles de X contenant x et de
poser ¢14(0) = maxz{deg Z, h(Z)}, ot le maximum est pris sur ’ensemble des composantes
irréductibles Z de X. Supposons que l'on ait démontré la proposition jusqu’a l'ordre j et

considérons une variété Y () = Yl(j ) % e x Yn(qj ) - Xém) satisfaisant les conditions de la
proposition. Pour tout ¢ € {1,...,m}, le L-espace vectoriel Iy, (Yz(] )) est un quotient de

[y, (X) = S%V pourvu que d; soit suffisamment grand. Par ailleurs, on a Ei7di,w(Y(j)) =
o (T, (Yi(j ))) /d;. La semi-stabilité de la famille de filtrations (V, %, )we o entraine que W =
V et d’apres la proposition 1.6.9 page 45, on a

Y ) 2 S SV = Y (V) > (12 Q)45

Y we b we weP

(la derniere inégalité est une conséquence du choix de § que nous avons fait a la page 64). On
en déduit que 3 c 5 (Ea,w(Y ) —més) > m[L : Q]. Pour tout i € {1,...,m} considérons
une bonne projection ; de Yi(j ) et notons G; le polynéme associé. S'il existe i € {1,...,m}
tel que m;(z;) € V(G;), on pose Yi(jH) = (V(G))) et Yk(jH) = Yk(j) pour tout k # j. La
variété

y G+ = yl(jJrl) x - x YUt c yU)

ainsi définie satisfait les conditions du théoreme (voir [26, page 129]). Dans la suite, nous
pouvons donc supposer que 7;(z;) ¢ V(G;) pour tout ¢ € {1,...,m}. Considérons le sous-
espace

Wd(Y(j)): ﬂ yEd,w(Y(ﬂ)*méFd(Y(j))
weP

de Tq(Y)) = HY(YY), Oy (d)) défini au paragraphe 3.5.2. Nous allons appliquer la propo-
sition 3.5.6 & Wa(Y'9)) et t,, = Eq,,(Y)) —md afin d’appliquer le théoréme du produit de
Faltings (théoreme 3.3.1). D’apreés la proposition 3.5.5, si m est suffisamment grand, alors il
existe des constantes strictement positives cg et cg telles que

fin(Wa (YD) > —cs > (e6+card(2)h(Y,!))d; > —cs(mes +card(2)cra(5)) (dr + -+ do).

i=1

D’apres la proposition 1.1.16, on en déduit qu’il existe des constantes c et ¢’ et une section
non nulle s € Wq(Y¥) telle que

h(s) = M (Wa(YD)) < (dy + ...+ dim) — Fanax(Wa(Y D))

(dy+ o+ d) — Fin(Wa (YD)

<
< C(d1 ++dm)

En appliquant la proposition 3.5.6 avec cg = max{c, c14(j)}, on en déduit que l'indice de s
en x est supérieur & me. Le théoréme 3.3.1 fournit alors une sous-variété Y U+1) vérifiant les
conditions de la proposition.

O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 3.1.1.

Démonstration : Supposons dans un premier temps que la famille de filtrations (V, %y, )w
est semi-stable. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe une infinité de solutions
au systéme d’inégalités (21). Soit m un entier arbitrairement grand. Par la propriété de
Northcott (théoréme 1.3.8 page 38), on peut choisir un m-uplet de solutions © = (21, ...,2Zm)
vérifiant h(z1) > c14(m dim X) (ot c14(m dim X) désigne la constante de la proposition 3.6.2)
et h(xzi11) > (1 +e)r(e)h(z;) pour tout 1 < i < m — 1. D’apres la remarque 3.6.1, il existe

un m-uplet d = (dy,...,d,,) € N™ d’entiers arbitrairement grands vérifiant (28). Pour j =
mdim X, la variété de la proposition 3.6.2 est Y dimX) — f2.1 % ... x {z,,}. On en déduit
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que

mdq h( Z (z;) < cra(mdim X)(dy + -+ + dp) < mepa(mdim X)dy,

et donc h(z1) < c14(mdim X), ce qui est absurde. Le théoréme est donc démontré dans le
cas ou la famille de filtrations est semi-stable. B

Si la famille de fitrations n’est pas semi-stable, notons 7 : X — X I’éclatement de
X, le long de Z et Ez le diviseur exceptionnel. Le morphisme 7 est surjectif et induit
un isomorphisme de X \ Ez sur X, \ Z. La famille de filtrations (V,.%,)wecs induit une
famille de filtrations sur W, qui est semi-stable par définition de W. Notons Iz l'idéal de

définition de Z dans X. On a Iz = m.0%(1) (Voir [44, proposition 11.7.11 (a)]), donc W =

HY(X,I7) = H'(X, m.0%(1)) = HO(X, 05(1)) = : . On munit ainsi le L-espace vectoriel W
d’une famille de filtrations (W, Fu)we o semi-stable. De plus, la surjection 7%z — ﬁ’g( )
(voir [44, proposition I11.7.11 (b)]) permet de munir le fibré inversible &'%(1) d'une métrique
(II-llo)ves,, vérifiant : pour toute place v de L et pour tout € (X1, \ Z)(C,), on a [|s(x)], =
|7*s(m=1(x)||, pour toute section s de W ne s’annulant pas en z. En particulier, pour tout
x € X(K) en dehors de Z, on a h@;(l)(ﬁ’l(x)) = hoyy(z) = h(z). Sizx e (XL \ Z)(K)

vérifie le systéme d’inégalités (21), on en déduit que

5~ (@) llo

310,50

< exp(—the_1) (7™ (2))/[Lw : Qu))

Ywe P, VteR, Vi e (FLW)@L Cy) \ {0}.

D’apres le cas précédent, ces points sont en nombre fini car chaque point z € Xy, \ Z
admet un unique antécédent par 7.

O

3.7. Commentaires sur la démonstration du théoréme 3.1.1

Afin de ne pas alourdir la démonstration du théoréme 3.1.1 que nous venons de présen-
ter, nous avons fait le choix de ne pas expliciter les constantes qui interviennent dans les
paragraphes précédents, bien que cela aurait été relativement aisé. Cela demande néanmoins
d’établir une version completement explicite du théoréme du produit de Faltings 3.3.1. Comme
nous ’avons signalé au paragraphe 3.3, de nombreuses versions effectives de ce théoreme fi-
gurent dans la littérature pour le cas d’un produit d’espaces projectifs. A notre connaissance,
la seule version completement effective du théoreme du produit qui considere le cas de varié-
tés projectives quelconques se trouve dans un travail non publié (et difficilement accessible)
de Ferretti [30]. Elle se déduit facilement d’un théoréme du produit effectif usuel au moyen
de bonnes projections. Une fois rendue explicite, notre démonstration pourrait conduire a de
nouvelles versions quantitatives du théoreme de Faltings et Wiistholz, qu’il serait intéressant
de comparer avec celles qu'ont démontrées Ferretti [29] et Evertse et Ferretti [23].

Nous allons terminer ce chapitre en nous intéressant de plus pres au role joué par la
notion de semi-stabilité dans la démonstration du théoréeme 3.1.1. Conservons les notations
du paragraphe 3.6. Rappelons que § désigne un nombre réel vérifiant

0<8< > pu(V)—[L:Q
we P

(m)

et que si Y est une sous-variété produit de X;", on a défini 'espace vectoriel Wy (Y") par

m 0—~]Ed w Y) mél—‘d(y)
weP

(voir le paragraphe 3.5.2). Dans ce qui suit, on suppose également que § < miny,e o Cy.e,, /2.
Dans la démonstration de la proposition 3.6.2, ’hypothese de semi-stabilité permet de garantir



3.7. COMMENTAIRES SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.1 77

qu’a chaque étape de récurrence j, 'inégalité

(29) Y (Baw(YD)=md) > D (Baw(X[™) = m (Z o (V —a)

weP weP we P
soit vérifiée. La proposition 3.5.5 permet de construire une section s de petite hauteur dans
Wa(Y@)\ {0}. L’inégalité (29) et le choix de § permettent d’appliquer la proposition 3.5.6
avec un choix de nombres réels (t,,)we o suffisamment grands pour montrer que l'indice de s
en z est supérieur & me. C’est ce qui permet d’appliquer le théoréeme du produit de Faltings.
Pour appliquer la proposition 3.5.6, nous pourrions nous contenter de construire, a chaque
étape de la récurrence, une section non nulle s de petite hauteur dans

ﬂ JJEd w( )—mard(y(j)) _ Wd(Xém))/(I (Y(J)) NWa(X m)))»
weP

ott Ig(YD) = HY(X!™ Iy ® Oxom (d)) désigne Despace vectoriel des polynémes multi-
homogenes de degré d s’annulant identiquement sur Y'¢) x z Spec(L). Ceci peut se faire au
moyen du lemme de Siegel avec contraintes (théoreme 1.1.23), qui fournit une section de
petite hauteur dans Wd(Xg")) \ (Ia(YU))n Wd(Xém))). Cette construction ne nécessite pas
d’hypothese de semi-stabilité ; en contrepartie, nous devons garantir une inégalité du type

dim(Wa(X{™)) > (1 +e)(La(Y D) nWa(X (™).

Nous allons illustrer ce point de vue en démontrant le théoreme 3.7.1 ci-dessous. Il s’agit
en quelque sorte de I’énoncé « brut » que 'on obtient en appliquant rigoureusement les
étapes que nous venons d’esquisser. En conséquence, 'intérét de la fin de ce paragraphe
réside probablement plus dans la démonstration du théoréme 3.7.1 que dans son énoncé.
L’approfondissement et le raffinement de ces techniques feront ’objet d’un travail ultérieur.

Rappelons que V =T'1(X) = H*(Xy, Ox, (1)) et que les solutions du systéme d’inégalités
(21) sont les points y € X (K) vérifiant

Ns@)llw

[E

< exp(—th(y)/[Lw : Qu]) Yw € P, VteR, Vs € (FLV @ Cy) \ {0}.
Si Z est une sous-variété de X, on note
#(Z) = min{k € N | T4(Z) est un quotient de I'y(X) = S¥V}.
THEOREME 3.7.1. Supposons que l'on ait Y, 5 pw(V) > [L = Q]. Soit m un entier

strictement supérieur d
3maxye» C;, ., log(card(2))

442

et soit € un nombre réel vérifiant
>wez Po(V) —[L: Q)

([L:Q+Xpew wen)
1l existe un nombre réel r(e) > 1 ne dépendant que de m, n, €, et une constante c15(¢) vérifiant

0<e<

la propriété suivante. Soit x = (x1,...,Zm) € Xém) (K) une famille de solutions du systéme
(21) telle que

o h(z1) > c15(e) ;5

o h(zit1) > (1+e)r(e)h(x;) Vie{l,...,m—1}.
Alors il existe un produit Y =Y Xp - Xp Y, C Xém) de variétés géométriquement irréduc-
tibles définies sur L, contenant x, avec degY; < c¢15(¢), dimY; > 1 pour tout i € {1,...,m},
et vérifiant

. (m)
1< dimWalXy )(m) <l+e
dim(Iq(Y)NnWa(X; ™))
pour tout m-uplet d’entiers naturels non nuls d = (dy,...,dy,) tel que

Vie {1, Ce ,m}, dlh(xl) < dlh(xz) < (1 + E)dlh(l‘l) et d; > I{(}/l)
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Démonstration : Soit r(g) le nombre réel du théoréme du produit 3.3.1. Considérons un
m-uplet © = (z1,...,,,) de points de X (K) vérifiant le systeme d’inégalités (21) tel que
Vie{l,...,m—1}, h(z41) > (1 +e)r(e)h(z;).

Nous devons montrer qu’il existe une constante ci5(c) telle que : si pour tout produit de

sous-variétés géométriquement irréductibles Y =Y; xp --- xp Y, € Xém) contenant x, avec
degV; < c15(¢), dimY; > 1 pour tout i € {1,...,m}, il existe d € (N\ {0})™ satisfaisant les
conditions de 1’énoncé tel que

dim Wa(X{™) >
dim(Ta(Y) N Wa(X;™) ~
alors h(z1) < e15(¢). Soit d = (dy,...,dn) € (N\ {0})™ tel que
(30) Vie{l,...,m}, dih(z1) <d;h(z;) < (1+e)dih(zy).

+e,

En particulier, on a d;/d;+1 > r(¢) pour tout entier 1 < i < m. Remarquons que pour tout
entier naturel k& non nul, le m-uplet kd = (kdy, ..., kd,,) vérifie également (30). D’apres la

proposition 1.1.16 page 32, il existe une constante ¢ et une section non nulle s dans Wy (X ém))
telle que

h(s) < M(Wa(X™) < e(dy+ -+ dm) — Fimax(Wa(X ™) < e(dy ++ -+ dum) — fin (Wa (X ™).
Par ailleurs, la proposition 3.5.5 donne la minoration

(31) n(Wa(X{™)) > —co(dy + -+ du),

oll ¢g est une constante indépendante de x. On en déduit qu’il existe une constante ¢’ telle
que h(s) < ¢(dy + - - + dy). Rappelons que Wq(X!™) est défini par

Wa(X{™) = (| FLTa(X™),
weP

ol ty, = Ed,w(Xém)) — md pour toute place w € . On a donc

o tw=> (Baw(X{™) —md) =m Y (t(V) = 6) >m[L: Q.

weP weP weP

D’apreés la proposition 3.5.6, il existe une constante cjo indépendante de z telle que si h(x;) >
c19, alors I'indice de s en x est supérieur a me. Le théoréeme du produit 3.3.1 entraine alors
que le point z appartient & un produit YV = Yl(l) xp - xp Y ¢ Xém) de sous-variétés
géométriquement irréductibles de X, vérifiant

idih(Yi(l)) <c()(dy 4 +dm) et Yie{l,...,m}, deg(Y;) < (1)

pour une certaine constante c¢(1). S’il existe un entier ¢ € {1,...,m} tel que dim Yi(l) =0,

1

alors Y, est le singleton {z;}. Dans ce cas, on a

m

dih(z1) < dih(z;) = dih(V,")) Z h(Y M) < c)(di+ - + din) < me(1)dy,

donc h(z1) < me(l). On peut donc supposer que dim Yi(l) > 1 pour tout ¢ € {1,...,m}, puis
que d vérifie : d; > H(Y;(l)) pour tout 1 <i < m et

dim Wa (X ™)

(32) dim(Ia(Y D) N Wa(X™))

>1+e.




3.7. COMMENTAIRES SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.1 79

Nous allons maintenant appliquer le théoréeme 1.1.23 page 34 avec E := Wd(Xgn)) et By :=
La(YO)nWa(X™), ¢, = dim By et £ = dim E. D’aprés linégalité (32), on a
Kl -1 f] dim E1 dim E1 1
< = < < —.
0—01+1— 0—4; dimFE —dimFE; ~ edimFE; ~ ¢
D’apres U'inégalité (31) et la majoration
0= dim(Wa(X'™)) < dim(Ta(X™)) < exp((dy + - - - + dp,) log(dim V)

il existe une constante c telle que

H = ((410) 5| Dye|) 2 exp (= [K 5 Qlfin(Wa(X[™))) < explch(dr + - + dm)).

D’apres le paragraphe 3.5.3 (étape 2), il existe une constante c telle que
fimax(Ta(X™)) < e(dy + ...+ dn).
En appliquant la proposition 1.1.16, on en déduit qu’il existe une constante ¢’ telle que
M(ED) > M(Ta(XI™) > =¢(dy+ - + din).

On a également [1,,(E;) < ﬂmaX(Fd(Xém))) <e¢(dy+...+dy). Daprés le théoréme 1.1.23, on
en déduit qu'il existe une constante ¢ et une section s € Wa(X ™)\ (Ig(Y D) N Wa(X ™))
telle que h(s) < c”(dy + -+ +dm). En notant sy la classe d’équivalence de s dans
Wa(xy™)
La(Y D) N Wa(X[™)

La(Y)

(rappelons que d; > /@(Yi(l)) pour tout i € {1,...,m}), on a sy #0et

h(sjym) < h(s) <"(di+ -+ dm).
En appliquant la proposition 3.5.6 (avec ¢g = max{c(1),c”}), on en déduit qu’il existe une
constante cj, si h(x1) > ¢}, alors I'indice de la section s|y-a) est supérieur a me. D’apres le

théoreme du produit 3.3.1, il existe une sous-variété stricte Y@ = Y1(2) X[ o XL Y,gf) de
Y () et une constante ¢(2) vérifiant : deg(Y;) < ¢(2) pour tout i € {1,...,m}, et

m

> (V) < e@)(d + -+ dun).

i=1
S’il existe ¢ € {1,...,m} tel que dim Yi(Q) = 0, alors on montre comme précédemment que
h(z1) < ¢(2). Sinon, on répete le raisonnement précédent. Finalement, on montre qu’il existe
une constante ¢’ telle que h(zy) < ¢, ce qui achéve la preuve.

O

REMARQUE 3.7.2. D’apres la preuve du lemme 3.1.2, le théoreme 3.7.1 reste vrai en
remplacant le systéme d’inégalités (21) par le systéme (15) (page 49).

Supposons que X soit une courbe irréductible géométriquement irréductible. Si Y =

Yi X xp Y, © ngm) est un produit de sous-variétés géométriquement irréductibles de
Xém), il existe un entier ¢ € {1,...,m} tel que dimY; = 0. Le théoréme 3.7.1 et le théoréme

1.3.8 de Northcott entrainent donc immédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.7.3. Supposons que Xy est une courbe géométriquement irréductible et
que Y c o (V) > [L: Q. Alors il n’existe qu’un nombre fini de points x € X (K) solutions
de (15).

En particulier, ce corollaire s’applique si X = Pg, et si Y-, 5 ftw(V) > [L : Q]. On en
déduit qu’il implique le théoreme de Roth avec les mémes arguments qu’a la page 50.






Chapitre 4

Une généralisation effective du théoréme de Liouville

4.1. Introduction

Soit z un nombre réel algébrique de degré d > 2 sur Q. Rappelons que dans sa version
effective, le théoréme de Liouville (voir par exemple [45, D.3]) fournit une constante explicite
c(z) > 0 telle que pour tout p/q € Q, on ait

c(x
(33) z— p‘ > 2),
q q
En particulier, pour tout nombre réel € > 0 et pour tout nombre rationnel p/q tel que
p 1
Tr — 6 < ﬁ,

onagq < c(a:)’l/ €. Dans ce chapitre, nous cherchons a généraliser ce résultat aux points fermés
d’une variété projective. McKinnon et Roth démontrent des généralisations du théoreme de
Roth et du théoreme de Liouville sur une variété projective de dimension quelconque dans leurs
articles [56] et [57] respectivement. L’article [56] utilise le théoréme de Faltings et Wiistholz
(théoreme 2.0.1 de la page 49), tandis que la démonstration de 'analogue du théoréme de
Liouville repose sur des méthodes différentes (que nous rappellerons dans la partie 4.3). Soit
X une variété projective définie sur un corps de nombres K, z un point fermé algébrique
de X et .Z un fibré inversible nef sur X auquel on associe une fonction de hauteur he sur
les points de X (K). On note L le corps de définition de z. On fixe une place v de L et une
fonction distance d, sur X donnée par un plongement ¢: X — P} (définie & la page 83). On
note m: X — X x ¢ Spec(L) I'éclatement en z et E le diviseur exceptionnel. Le théoréme 3.3
de [57] donne la généralisation suivante du théoréme de Liouville, dans laquelle intervient le
lieu de base stable d’un fibré inversible (nos normalisations de la hauteur et de la distance
different de celles de [57]; voir la remarque 4.2.1 et la discussion qui suit & ce sujet).

THEOREME 4.1.1 (McKinnon et Roth, 2016). Soit v > 0 un nombre rationnel tel que
Z, = "L — ~yE soit dans le cone effectif de Picg(X). On note B(.Z,) le lieu de base
stable de 2, et 8 = w(B(Y,)). Il existe une constante M € R telle que, pour tout point
y € (X \ B)(K) distinct de z, on a

[L: Q]
g, ) = — ha(y) + M.
[LU : Qv}’y

Dans Darticle [57], la constante M qui apparait dans ce théoréme n’est pas effective. Dans
le paragraphe 4.3, nous verrons comment adapter les méthodes de [57] afin de 'expliciter,
pour obtenir une version effective du théoréme 4.1.1 (théoréme 4.3.2). Cette constante dépend
de X, L, Z, x et v, mais également d’un choix de métriques sur le fibré inversible & g(E)

associé au diviseur exceptionnel E sur ’éclatement X. Dans un second temps, nous montre-
rons comment obtenir des bornes qui ne dépendent pas d’un tel choix quand le point x est
régulier. Cette seconde approche repose sur des méthodes différentes, inspirées de [56]. Nous
commencerons par donner une démonstration rapide du théoréme de Faltings et Wiistholz
dans le cas particulier ot card(£?) = 1 (voir le paragraphe 4.4), avec des hypothéses moins
restrictives sur le fibré considéré : notre preuve est valable pour un fibré inversible ample (non
nécessairement trés ample) muni d’une métrique adélique quelconque (au sens de la définition
1.3.3 page 36). Elle consiste & trouver un majorant de la hauteur des points satisfaisant le

81
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systéme d’inégalités (15) du théoréme 2.0.1 (page 49). La propriété de Northcott (théoréme
1.3.8 page 38) permet alors de conclure. Cette démonstration a ’avantage de fournir & la fois
un lieu de base explicite en dehors duquel il n’y a qu’un nombre fini de solutions, et de donner
une majoration explicite de leur hauteur. Cette nouveauté sera le point clé qui nous permettra
de démontrer une nouvelle généralisation effective du théoréme de Liouville dans la partie 4.5.
Reprenons les notations introduites avant le théoreme 4.1.1. Concrétement, pour tout nombre
rationnel v > 0 nous donnerons une constante explicite a(-Z, z,7) et nous démontrerons le
théoréme suivant (théoréme 4.5.2, corollaire 4.5.4 et remarque 4.5.5) :

THEOREME 4.1.2. Supposons que le point x est régulier. Sf'voz't v > 0 un nombre rationnel
tel que 2, := 1" L — vE soit dans le cone effectif de Picg(X). On note B(Z,) le lieu de
base stable de £, et B = m(B(%,)). Alors pour tout € > 0, tous les points y € (X \ #)(K)
distincts de x satisfaisant l’inégalité

[L:Q)

log(d, (2, 9)) < — (W +e) he(y)

vérifient
1
he(y) < ga($7 x,7).

Afin d’appliquer les résultats de la partie 4.4, nous devrons comparer les normes de sec-
tions de .Z et la fonction distance comme dans article [56]. Pour obtenir un résultat effectif,
nous serons amenés & introduire une quantité p, (%, ) dépendant de x, £ et du plongement ¢
fixé (voir le paragraphe 4.5). La constante a(Z, x,~) dépend de L et fait intervenir la quantité
pz(Z1). Elle est indépendante d'un choix de métrique sur 05 (E).

Notons €, (%) la constante de Seshadri en z (définie au paragraphe 4.3). Le théoréme
4.1.2 permet de fournir une constante explicite b(x,.%) dans le corollaire suivant. Ce résultat
peut s’interpréter comme une version effective du corollaire 3.6 de [57] dans le sens ou il
donne une majoration explicite de la hauteur des solutions.

COROLLAIRE 4.1.3. Si & est ample, alors pour tout € > 0, tous les points y € X (K)
distincts de x satisfaisant l’inégalité

[L:Q )
log(d, (z, <—|—=————+¢|h
o) < - (g ez +¢) he)
vérifient
1
he(y) < gb(.f,m).
En particulier ces points sont en nombre fini.

Enfin, nous généraliserons I'inégalité (33) au cas de l’espace projectif P% muni du fibré
O(1) (paragraphe 4.5.2). Dans le cas ou n > 2 et K # L, nous verrons qu’il est possible

> 41 ) [L:Q]
d’améliorer I’exposant T.0.]"

Nous commencerons par introduire la notion de distance sur une variété projective (§
4.2). Dans le paragraphe 4.3, nous montrons comment adapter les arguments de [57] pour
expliciter la constante M du théoreme 4.1.1. Le paragraphe 4.4 est consacré a la démonstration
d’une version effective du théoreme de Faltings et Wiistholz dans le cas d’une place. Nous
utiliserons ce résultat dans la derniere partie pour démontrer le théoreme 4.1.2, en obtenant
une constante indépendante d’un choix de métriques sur & )?(E) Le cas particulier de ’espace
projectif P’ est traité dans le paragraphe 4.5.2.

Signalons que dans un travail récent [31], Gasbarri étudie les points transcendants d’une
variété projective définie sur un corps de nombres vérifiant une inégalité similaire a 'inégalité
de Liouville. Si le probléme étudié ici est différent, un outil commun avec [31] est la com-
paraison récurrente des normes de sections d’un fibré inversible et de la hauteur de points
d’une variété projective. Cet outil, qui découle facilement des définitions, est tres classique en
approximation diophantienne et il est par exemple au coeur de la démonstration de 'inégalité
de Liouville classique ([45, D.3.3]).
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4.2. Distance sur une variété projective et constante d’approximation.

Soit K un corps de nombres. On considére ici une variété projective X définie sur Spec(K)
et un plongement X — P%. Nous allons introduire une notion de distance pour les points
fermés de X relativement a une place de K. On fixe une place vy de K et une extension de
vp & K, notée v. Si vy est archimédienne, on définit une fonction distance sur X(C) x X(C)
en tirant en arriére la fonction sur P"*(C) x P*(C) donnée par

R >y R S
dy(z,y) (1 (Zy_omli)@?—olyili)) '

Si vy est une place finie, on définit une fonction distance sur X(C,) x X(C,) en tirant en
arriere la fonction sur P"(C,) x P*(C,) définie par

maxo<i<j<n |Til¥j — TjYilo

maxo<i<n |[Tily Maxo<j<n [Yjlo

dv(x,y) =

REMARQUE 4.2.1. 1l est important de noter que la distance que nous avons défini n’est
pas normalisée de la méme facon que la distance introduite par McKinnon et Roth. En effet,
si Pon note dMP la distance définie dans [56, page 522] et [57, page 931], on a I'égalité
dMR = dLK”:Q”]. Par ailleurs, signalons que les fonctions de hauteur d’un point y € X(K)
considérées par McKinnon et Roth ne sont pas normalisées par le degré du corps de nombres
[K : Q). Il convient donc d’étre vigilant en comparant les résultats de ce chapitre avec ceux

de [57].

Soit L une extension finie de K et soit z € X (L). Considérons un fibré inversible .# ample
sur X. Afin de faciliter la comparaison des résultats de ce chapitre avec ceux de [57], nous
allons maintenant donner une définition explicite de la constante d’approximation o, (%) de
McKinnon et Roth ([57, § 2]) correspondant & nos normalisations. Supposons que le fibré
Z est muni d’une métrique adélique et notons hy la fonction de hauteur associée (voir le
paragraphe 1.3.3). Fixons une place v de L et supposons que L, = K, (cette hypotheése
correspond & la remarque 2.7 page 933 de [57]). On définit alors 7,(.Z) comme étant I'unique
nombre nombre réel étendu 7,,(.Z) € [0, +00] tel que pour tout € > 0, 'inéquation

(K : Q]

logd,(z,y) < — ([LUQU]H(X) —1—5) he(y)

n’ait quun nombre fini de solutions y € X(K). On pose alors «,(¥) = 1/7,(%). Cette
définition correspond exactement & celle donnée a la page 932 de [57], en prenant en compte
les différences de normalisations. En considérant le fibré inversible ﬁ% muni de la métrique

de 'exemple 1.3.4 (page 36), les théorémes de Roth et de Liouville s’écrivent respectivement

ax(Z) > 1/2 et a,(Z) > 1/[L : Q.

REMARQUE 4.2.2. Dans leurs articles [56] et [57], les auteurs considérent une fonction
hauteur définie comme dans I’exemple 1.3.7 page 38 (aux différences de normalisation pres).
Dans ce chapitre, nous considérerons une métrique adélique quelconque sur le fibré inversible
% considéré. En plus d’étre plus général, ce point de vue a ’avantage d’étre particulierement
adapté pour rendre effectifs les arguments de McKinnon et Roth, comme nous allons le voir
dans le paragraphe 4.3 (voir la remarque 4.3.3).

4.3. L’approche de McKinnon et Roth

Dans ce paragraphe, nous montrons comment adapter la démonstration du théoréme 3.3
de McKinnon et Roth présentée dans l'article [57] pour obtenir un résultat effectif. Soit X
une variété projective définie sur un corps de nombres K, L une extension finie de K, v
une place de L et z € X(L) un point fermé. Soit £ un fibré inversible nef sur X. On note
X1 = X xg Spec(L), : X - X1, Véclatement de X en = et E le diviseur exceptionnel
associé. Soit ¢: X — P% un plongement et d,, la distance associée (définie dans la partie 4.2).

Par abus de notation, nous confondrons souvent le diviseur E avec I'élément 0'x(E) € Pic(X)
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associé, et nous noterons additivement la loi de groupe sur Pic@()? ) (voir le paragraphe 1.2).
La constante de Seshadri €, (%), définie par Demailly en 1990 (voir [18, § 6]), est égale a la
quantité

€:(Z) =sup{y € Q| 7°.Z — vE est nef}.

Dans la suite, pour tout rationnel positif v, on notera &, = 7*% — vE € Picg(X) =
Pic(X) ®z Q. Si .Z est trés ample, alors €,(.%) > 1, et si .Z est trés ample alors €,(.%) > 0
(voir par exemple [56, Proposition 3.4 (d)]). Par ailleurs, si .Z est ample, alors %, est ample
pour tout nombre rationnel v €]0, e, (Z)[. Cette propriété apparait dans 'article fondateur
de Demailly [18, page 98] (voir & ce sujet la discussion qui suit la définition 2.9 de l'article
[57] de McKinnon et Roth).

On peut associer a . une fonction de hauteur comme dans le théoréme B.3.2 de [45]. Dans
le lemme 3.1 de [57], les auteurs définissent une métrique sur O (E) de la fagon suivante.

Soit Zy,...,Z, un choix de coordonnées sur P%, ¢ un plongement de X dans P} tel que
¢(x) = (1 : 0:...:0) et d, la distance associée & ¢. On note P" 1’éclatement de P"
en ¢(x) = (1 :0:...:0) et E' le diviseur exceptionnel. Par la propriété universelle de

Péclatement, il existe un morphisme ¢: X — P" tel que 0%;(E) = qg*ﬁﬁn (E'). Le fibré
05, (E') est la restriction de Opnypn-1(1, 1) a P". La métrique sur O0%(E) est alors définie
comme la restriction des métriques sur Opnypn-1(1, —1) associées au choix de coordonnées
Zo, ..., Zy (remarquons que cette métrique confére une structure de fibré adélique a ﬁg(E))
On dispose alors d’une formule explicite pour la hauteur h@ associée, que ’on notera plus
simplement hg : pour tout z € X(L,) \ {z},

- [Ly : Q] maxo<i<n | Zi(#(2)) v
he(:)= 2 gl 8 <max(f<i<n |Zi<¢<z>>v>

vEX

(voir [57, page 936] ; remarquons que notre normalisation des hauteurs et de la distance differe
de celle de [57]). D’aprés la preuve du lemme 3.1 de [57], I'inégalité suivante est vérifiée pour
tout z € X(L,) \ {z} :
(Lo : Q] '
hg(z) > ———F-(a(v)log2 +logd,(x, 2)),
() 2~ ) (2,2)
ot a(v) = 1 si v est archimédienne et a(v) = 0 sinon. De plus, d’aprés la proposition 2.4
de [56], deux plongements distincts induisent des distances équivalentes. Il existe donc une
constante c telle que
[Lv : Qv]

hg(z) > —W(a(v) log2 + ¢+ logd,(z, 2))

pour tout point z € X (K). Soit v un nombre rationnel strictement positif tel que .2, soit dans

le cone effectif de PicQ(f( ). Soit m un entier non nul tel que my € N. D’apres le théoréme
B.3.2 de [45] et la proposition 2.1.21 de [52], il existe une constante c,, telle que h,, 2 (y) > c,

pour tout point y € X \ (7(B(Z,)))(K). On a ainsi

¢y < hme, (y) = mhe(y) — myhe(y)

< b () + S ) g2+ 4 logd, (o,0)
d’ou
:q) L:q)
log(dy(w,y)) > mcfy —c—a(v)log2 — mhf(y)a

ce qui démontre le théoreme 4.1.1. Pour obtenir une version effective de ce théoreme, il
suffit d’expliciter les constantes ¢ et c,. Comme la métrique sur le fibré £ est adélique,

on a linégalité hp,z (y) > inf{hn,ez (2) | 2z € (X \ B(Z)(K)} > —oo pour tout point



4.3. APPROCHE DE MCKINNON ET ROTH 85

y e X\ (n(B(Z)))(K) (voir le paragraphe 1.5.1). On peut donc poser

¢, = inf{huz, () | 2 € (X \ B(L)(K)}
— minf{h(r(2)) — yhe(2) | = € (X \ B(£))(K)}

(voir aussi la remarque 4.3.3 ci-dessous). Il reste maintenant a expliciter la constante c. C’est
I’objet du lemme suivant.

LEMME 4.3.1. Siv est archimédienne, alors pour tout ' € P™(C,) il existe un plongement

: X — P™ envoyant x sur x’ et définissant une distance d, vérifiant : d (x,y) = dy(z,y)
pour tout y € X (C,).

Si v est ultramétrique, alors pour tout ' € P"(C,) et pour tout € > 0, il existe un
plongement .. X — P" envoyant x sur &' et définissant une distance d,, vérifiant

(L+e) " du(z,y) < dy(w,y) < (1+)dy(x,9)
pour tout y € X (C,).

Démonstration : Supposons que v est archimédienne ; alors ¢(x) appartient a P"(C). On
choisit un représentant Z de +(z) dans C"**1\ {0} tel que |Z|2, = 1, ot la norme |.|5,,, est définie
par |(20, - -, 2n)|2.0 = (3, |2i|%)1/2, associée au choix de coordonnées défini par ¢. On construit
une base orthonormée u = (z,uy,...,u,) de C**! par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. Soit 2/ € C*™1\ {0} tel que |2'|2,, = 1. De la méme fagon on construit une
base orthonormée v = (2’,v1, ..., v,). Il existe un unique automorphisme unitaire 7" de C"*+!
envoyant la base u sur v. Cet automorphisme induit un changement de coordonnées ¢ sur P™
tel que ¢(x) = a’. On note o/ = ¢ o1 et d), la distance associée. On a bien d,(x,y) = d, (z,y)
pour tout y € X (K,) puisque T est unitaire.

Supposons maintenant que v est ultramétrique. Soit € > 0 et &’ tel que (14+¢) 71 < (1—¢')2.
Soit ¥ un représentant de «(x) dans C2F1\ {0} tel que |Z|2, = 1, 2’ € C*"1\ {0} tel que
|2'|2,0 = 1, et soit € € ]0, 1. D’apres la proposition 1.1.5 page 28, on peut construire des bases
(T, uy .. up) et (2 ul, ... ul) de CITYoavec |uila, = |uf|2,, = 1 pour tout 1 < i < n et
telles que pour tout (Ag,...,A,) € C2,

MoZ + D Ajilaw > (1— ') max i,

‘ 0<i<n
i=1
et

n
Aoz’ + Z;/\iuﬂzv >(1-e )Olgax [Ail o

1=
Soit T. I'automorphisme de CIT! tel que T:(Z) = 2’ et T.(u;) = u, pour tout 1 < i < n.
On note t. =T, ov: X — P" et d), la distance associée. D’apres le théoreme 3 de [16], on a
I'inégalité

nv(TE)_ldv($7y) < dy(x,y) < no(Te)dy(z,y),

ott 0y (1) = | Te||o | T |- Ici || 72|, désigne la norme matricielle associée & la norme |.|a,, :
Tl = sup{|T=(u)|2,0/|ul2,0 | w € CPHL\ {0}}. On a les majorations

1 _
[Te]lo < — et | Tl <

1—¢"’
d’ou
dy(,y)
(I1+¢)

duo(z,y)

< (1—¢&)2dy(z,y) < dy(z,y) < 1-e)2

< (T+e)dy(z,y).

O

Soit € > 0. D’aprés ce lemme, on peut choisir le plongement ¢ de telle sorte que d’ (z, z) <

(14 ¢)dy(x, 2) pour tout z € X(K), et donc choisir ¢ < log(1 + ¢). En faisant tendre & vers
0, on en déduit que 'on peut poser ¢ = 0. On a donc démontré le théoreme suivant.
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THEOREME 4.3.2. Soit £ un fibré inversible nef muni d'une métrique adélique et~y > 0 un

nombre rationnel tel que £, soit dans le cone effectif de Picg(X). Pour tout point y € X (K)
distinct de x tel que y ¢ 1(B(.Z,)), l'inégalité suivante est vérifiée :

log(dy (1)) Zm inf (g (n(2)) — vhi(z) | = € (X \ B(Z)(K)}
~a(v)log2 — mhgm

ot a(v) =1 siv est archimédienne et a(v) = 0 sinon.

Ce théoreme implique le corollaire 4.1.3 de la fagon suivante. Si .Z est ample, alors on sait
que €;(Z) > 0 et pour tout nombre réel strictement positif v < €,(.Z), £, est ample. On en
déduit que le lieu de base stable B(.Z,) du théoréme 4.3.2 est vide. Soit € > 0 et y € X(K)
un point distinct de z. Si v < €,(.%) est suffisamment proche de €, (%) et si he(y) > 0, on
a l'implication

1og<dv<x,y>><—( L: Q) ]+e)hg<y>

ex(g)[Lv : QU
[L: Q] £

— tog(dufo) <~ (e 5 ) o)

On obtient le corollaire 4.1.3 en prenant la constante b(x,.Z) égale a

[L:Q

2 max {O,a(v) log2 — 5 inf (hg(r(z)) — th(z))} .

[Lo = Qu] ce(X\B(2y)) (K0)
La propriété de Northcott (théoréme 1.3.8 page 38) implique alors qu’il n’existe quun nombre
fini de points y € X (K) distincts de z tels que

gl ) < — (o B ) o)

Mais ici la minoration du théoréme dépend du choix de la métrique sur E (& cause du
terme inf{hy(m(z)) — vhp(z) | z € (X \ B(Z,))(K)}), qui est définie par rapport & un
plongement particulier X, < P™ (tel que ¢(xz) = (1: 0: --- : 0)). L’objectif de la suite du
texte est d’obtenir des bornes indépendantes d’un tel choix. Nous allons utiliser une autre
approche, inspirée de celle de [56], o les auteurs utilisent le théoréme de Faltings et Wiistholz
pour généraliser le théoreme de Roth. Dans le cas ot 'on ne s’intéresse qu’a une seule place
(card & = 1), nous verrons comment montrer facilement une version effective de cet énoncé
dans la partie 4.4. Nous appliquerons ce résultat pour obtenir une version effective du théoréme
de Liouville, qui fournit une borne qui ne dépend pas d’un choix de métriques sur F dans le
cas ou le point z est régulier.

REMARQUE 4.3.3. Comme nous I’avons mentionné au paragraphe 4.2, dans article [57],
McKinnon et Roth consideérent une fonction de hauteur he associée a une décomposition
L =949 .,2”2_1, ou .4 et % sont des fibrés inversibles trés amples sur X. Comme le
souligne la remarque B.3.2.1 (ii) de [45], la constante c, telle que h,,« (y) > ¢, pour tout
point y € X \ (m(B(%,;)))(K) est en général difficile & minorer en fonction des plongements
définis par un choix de bases de sections globales de %} et .%. Mais comme nous 'avons vu,
le formalisme adélique nous permet d’obtenir facilement la minoration

I, (y) = inf{he(r(2) = vhi(2) | 2 € (X \ B(£))(K)}.
Par ailleurs, d’apres le lemme 1.5.3 page 41, la quantité
inf{h (n(2) — vhe(z) | = € (X \ B(L)(K)}

du théoreme 4.3.2 est minorée par la quantité

1 — 1 .
_;)\max(r‘fw) = mln{lﬂgl?%(t hrz,(si) | (s1,...,5¢) base de H(Xp,r.%,)},
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ol 7 est entier tel que ry € N\ {0} et tel que B(rZ,) = B(Z,). Mais ici la quantité
%)\max(rfv) dépend encore du choix de métriques sur E. Dans la partie 5, nous verrons
comment remplacer cette quantité %/\max(r.ﬁfy) par

1
;min{mg;{ he(si) | (si)icr base de F.},

ot F,. est le sous-espace vectoriel de HO(X,.#) des sections s’annulant & 'ordre ry en x
(corollaire 4.5.4).

4.4. Variantes effectives du théoréme de Faltings et Wiistholz

Soit K C L deux corps de nombres et &2 un sous-ensemble fini de X ;. On consideére une
variété projective X sur Spec K munie d’un faisceau inversible adélique .Z = (&Z, (||.|l»)vesy )-
Notons V = H%(X, %) et V;, = V ® L. On munit 'espace vectoriel V;, d'une structure de fibré
adélique en considérant pour toute place v de K la norme ||s||, = ||5]/v,sup. Soit F' un sous-
espace vectoriel de V. Pour chaque place w € &2, on fixe un nombre réel t,,. On considere le
lieu de base de F' défini par

B(F)={zeX |s(x)=0Vse F}
et on fixe (s1,...,Sd4im ) une base de F'.

THEOREME 4.4.1. Pour chaque place w de &2, soit C,, un nombre réel non nul. Si

0= > %tw > 1, alors tous les points © € (X \ B(F))(K) satisfaisant le systéme
we P

d’inégalités

55 ) -

1531 < Cypexp(—tyhe(x)), V1<j<dimF, VweH

Sj|lw,sup

(34)

vérifient

he(x) < 5 i - (Z [L[Z gf} log(Cy) + 1§j123§th(sj)> .

weP
En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

Démonstration : Soit x € (X\Z(F))(K) vérifiant (34). Il existe un entier i, 1 <7 < dim F
tel que s;(x) # 0 (car sinon x € #(F)). Pour toute place v de L,

[15i (@) w/lI$illv.sup <1

et par hypothese

Wﬂ < Cyexp(—twhe(x))

w,sup

pour toute place w € &. On en déduit que

C(hop@) s = 3 i@l <||si<x>||v>

vEX [L : Q] Hsz v,sup
[Lw : Qw] [Lw : Qw]
< _wze;@ [L : Q] twhf(x) + w%;@ W log(Cw),
d’ou
(0 = 1)he(z) <max{h(s;) | 1 <j<dimF} + Z wlog(C’w).
weP [L ' Q]

On en déduit la majoration voulue grace a 'hypotheése § > 1. Si .Z est ample, on en déduit
que les points vérifiant (34) sont en nombre fini d’apres la propriété de Northcott (théoréme
1.3.8 page 38).

O

On obtient immédiatement le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 4.4.2. Pour chaque place w de &2, soit Cy, un nombre réel non nul. Si

0= > [L[zzglw]tw > 1, alors tous les points © € (X \ B(F))(K) satisfaisant le systéme
weP
d’inégalités

lls(@) [l

[I8 w,sup

< Cypexp(—tyhy(x)), Vse F\{0}, Ywe &

vérifient

1 [Ly : Qul
he(x) < 51 (w;@ W log(Cu)

1<j<dim F

+min{ max h(s;) | (s1,...,SdimF) base de F})

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

Pour chaque place w de &, on considere une filtration séparée %, de V,, donnée par un
drapeau

V=V 2™ 2 2V D {0}

Ew

et une suite finie de nombres réels
Cw,0 < Cw,1 <...< Cw,eq,

(voir le paragraphe 1.6). Pour tout nombre réel ¢ € [cy 0, Cw,e,] O0 &
FLV, = U Vi(w).

0<i<ew
>t

Cw,iZ

Pour chaque place w € &, on considere un nombre réel t,, tel que cy 0 < tyy < Cype,,- En
appliquant le théoreme 4.4.1 avec F = (| Z!» V[, on obtient le résultat suivant.
weP
COROLLAIRE 4.4.3. Pour chaque place w de &, soit Cy, un nombre réel non nul. Si

5= > [L[zig]‘”]tw > 1, alors tous les points v € (X \ B(F))(K) satisfaisant le systéme
we P
d’inégalités

W@l o1 exp(—twha (@), Vse Zovi\ {0}, Vo e 2

1] sup
vérifient

1 [Lw : Qu]
hf(x)<5‘1<w§e:@ L.q los(Cu)

+m1n{1<j13%§th(sj) | ($1,...,5dimF) base de F})

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

Donnons maintenant une conséquence de ce théoréme avec des bases fixées. Soient w € &
et ky € {0, ..., ey} un entier. Pour tout entier k tel que 0 < k < e,,, on fixe une base (Sy k1)

de Vk(w).
COROLLAIRE 4.4.4. Supposons que l’espace vectoriel
F= (V"= Zive
weP weP
soit non nul. S § = wg@ %Cukw > 1, alors tous les points x € (X \ B(F))(K) satis-
faisant le systéme d’inégalités

18w bt ()]l < exp(—cu iy, her (@), V1 <1< dim(V"), VseV”\{0}, Vwe 2,
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vérifient
1 [Ly : Qul
< _— | = Fw - wl] )
he(w) < §—1 < ;@ [L:Q) log(7u) + <gn<1%§th(5j) ’
00 (81,...,S8dim F) est une base quelconque de F' et les T, sont des nombres réels non nuls ne

dépendant que de la base (Sy k1)1 et du choiz de métrique sur Z. Dans le cas particulier ot
Z ={w} na qu’un élément, on a de plus

1 [Ly : Qul
et <575 (g

Démonstration : Soit x € (X \ B(F))(K) vérifiant le systeme d’inégalités du corollaire.
Soit w € . Si w est une place finie, soit «,, €]0,1] la borne supérieure des nombres réels
a €]0, 1] tels que la base (S k, 1)1 S0it a-orthogonale pour w, c’est & dire

1Y @S k.

l

w108 s ) + 1035500

Jw,sup 2 @max(|arlw||sw kot llw,sup)

1 € V. Siw est archimédienne, alors par équivalence des normes il existe

w

pour tout > a;Sy i
1

un nombre réel a,, tel que

| Zalsw,kw,l”w,sup > Oy Z(la”w”‘sw}kw,l |w’suz))
1 1
pour tout > a;Sy.k, 1 € V. On a ainsi
1
IS tsu s Sl )

w (ZI@W) ~1in [kl sup-
l

( ).

Considérons une section non nulle s = Z 15w,k dans V. "/ ; si w est finie, on a alors

2w =l Zalsw kol (T) [ < max |at]w - [|Swk 1 ()]

< exp(—cuw k, e (2)) max |ag] -

On démontre de la méme fagon un résultat analogue si w|oco. En désignant par 7, la quantité
Oty NG ||Sap k1w, sup» 1€ point z est aussi solution du systéme

Ns@llw /=1 p( e r b (@), vs € V) \ {0}, Vky, Yu € 2.

[[E—

En appliquant le corollaire 4.4.2; on obtient que

he(x) < ﬁ <— Z Mlog(rw) + max h(sj)> ,

= [L:Q] 1<j<dim F

ol (81,...,8dimF) est une base quelconque de F. Si & = {w} n’a qu'un élément, il suffit
d’appliquer le théoréme 4.4.1 avec C,, = (mlin | S, kg o1 || w,5up) ~

O
Dans le cas ol 'ensemble & = {w} n’a qu’un élément, ce résultat implique le théoréme
9.1 de [26]. En effet, si on note W le sous-espace déstabilisant maximal de la filtration %,

on a dans ce cas W = Ve(f) et py(W) = cye, . L'intérét des résultats de cette partie, en
plus de fournir une majoration explicite de la hauteur des solutions, est qu’ils donnent un lieu
de base explicite en dehors duquel se situent les points satisfaisant le systeme d’inégalités.
Cette nouveauté est cruciale pour les applications que nous avons en vue dans la partie 4.5.
Cependant dans le cas de plusieurs places le corollaire 4.4.4 n’implique pas le théoreme 9.1

de [26] car Pensemble Z(F) peut étre égal & X tout entier.
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4.5. Le théoréme de Liouville effectif : seconde approche

Dans cette partie, nous démontrons le théoréme 4.1.2 de I'introduction (dont le corollaire
4.1.3 est une conséquence). Dans larticle [56], McKinnon et Roth utilisent le théoréme 9.1 de
Particle [26] pour établir une inégalité entre une constante d’approximation et la constante
de Seshadri et démontrent ainsi une généralisation du théoréeme de Roth. Nous reprenons ici
ces idées en utilisant a la place le théoréme 4.4.1. Les constantes qui interviendront dans cette
partie ont 'avantage de ne pas dépendre d’un choix de métriques sur le diviseur exceptionnel,
a la différence de celles de la partie 4.3.

4.5.1. Cas général. Soit K un corps de nombres et X une variété projective de di-
mension d > 1 sur Spec(K). On considére un fibré inversible adélique .Z = (.2, (||.||v)vesk)
sur X avec .Z nef et un point régulier x € X(K). On note L le corps de définition de
x, Ox , I'anneau local défini par z, 9, son idéal maximal, : X — X, Déclatement de
X1, = X xg Spec(L) en z et E le diviseur exceptionnel associé. Comme dans la partie 4.3,
nous noterons .%, = n*.Z —~E pour tout rationnel positif v. Dans leurs articles [56] et [57],
McKinnon et Roth utilisent des méthodes asymptotiques pour démontrer des analogues des
théoremes de Roth et de Liouville en dimension quelconque en considérant des suites de points
qui convergent vers z relativement a une distance. Pour cela ils comparent le comportement
asymptotique des générateurs de M, et de la fonction distance (voir la partie 2 de [56]). A
cet effet ils n’ont pas besoin d’expliciter les constantes qui interviennent dans ces lemmes. Le
lemme 4.5.1 ci-dessous est le résultat clé qui nous permettra d’obtenir des constantes expli-
cites, puis une version effective du théoréeme de Liouville. Dans la suite, on fixe une place v
de L et un plongement ¢: X — P™ et on considere la distance d,, associée a ce plongement.
On note v(x) = (zg : + -+ & xp).

Afin de comparer les normes de sections de £ avec la fonction distance, nous allons
utiliser I'inégalité de Cauchy dans le cas complexe et son analogue dans le cas ultramétrique.
Pour cela nous devrons travailler sur des disques de C?¢. Pour tout nombre réel p > 0, on
considere la boule

B(p,1) = {z € X(C,) | du(x,2) < p}.

Rappelons que le point @ € X(K) est supposé régulier. D’apres le corollaire 6.2.11 de [54]
(voir aussi la proposition 3.24 de [58]), il existe un ouvert U de X, contenant x et sur lequel
& est trivial ainsi quun morphisme étale g: U — A%. 11 existe alors un polydisque D dans
CZ et un ouvert Vp de U(C,) (pour la topologie v-adique) tels que g induise un isomorphisme
entre Vp et D. On définit alors

(L, 0, U, Vp) =sup{p > 0| B(p,t) C Vp}.

Enfin, nous définissons p, (%, ¢) comme la borne supérieure des p.(Z,¢,U,Vp) pour U et
Vp parcourant les ouverts satisfaisant les conditions précédentes. Cette quantité dépend du
plongement ¢: X < P" fixé. Dans la suite, s’il n'y a pas d’ambiguité nous noterons plus
simplement p, (%) = p.(Z,1) et B(p) = B(p,t). Remarquons que dans le cas ot X = P" et
Z = 0(0) avec £ € N\ {0}, alors p,(£) > 1. En effet, si d,(z,y) < 1 alors il existe ig tel
que x;,Y;, # 0 (pour un choix convenable de coordonnées homogenes) et donc B(1) est inclus
dans un ouvert satisfaisant les conditions précédentes.

Dans la suite, nous noterons a(v) =1 si v est archimédienne et a(v) = 0 sinon. L’énoncé
suivant est au coeur de la démonstration du théoréme 4.5.2. Il permet de comparer la norme
de I’évaluation d’une section en un point y € X (K) avec la distance d,(z,y). Cette technique
est utilisée par McKinnon et Roth sous une forme qui n’est pas effective dans larticle [56]
(notamment dans la démonstration de leur théoréme 5.1) pour démontrer un analogue du
théoreme de Roth. A notre connaissance, il n’existe pas de résultat similaire explicite dans la
littérature a ’heure actuelle.

LEMME 4.5.1. Soient r un entier naturel et s € H*(X, %)\ {0} une section s’annulant
a Uordre v en x. Alors pour tout point y € X (K) distinct de x tel que dy(x,y) < 1/2¢),
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l’inégalité suivante est satisfaite :

Hs(y)HU < (2(1(1))62)(&%))7

Démonstration : On note Ty, ..., T, les coordonnées homogenes sur P" correspondant

a la distance d,. Supposons dans un premier temps que ¢ envoie le point x sur (1 : 0 :

- : 0) € P™. Considérons 'ouvert Uy de P™ défini par Ty # 0. Pour 1 < i < n, on note

u; = T;/Ty € Opn(Up). On note encore u; la restriction a +=1(Up). D’apres la preuve du
lemme 2.5 de [56],

18]l sup

min{1, max(|uy (), - - ., [tn(2)|o)} < 29d, (, 2)

pour tout z € ¢~ Y(Up). Soit y € X(K) distinct de z tel que d,(z,y) < 1/2%") et s €
HO(X, Z@M)\{0}. Sid,(z,y) > p. (L) alors le résultat découle simplement de la majoration

sl _

I5lv,5up

Dans la suite, on suppose donc d,(z,y) < p.(-Z). Le point y appartient a :=*(Up) (car sinon
dy(x,y) =1) et donc

max(|u1(y)]o, - - - [un(¥)]o) < 29 dy (2, y).

Soit p un nombre réel tel que d, (z,y) < p < p(-£). Rappelons qu'il existe un morphisme étale
g: B(p,1) CU — A% ott U est un ouvert de Zariski sur lequel & est trivial : Lu = s0- Oy.
Quitte & renuméroter, on peut supposer que uy, .. ., uq engendrent 1'idéal 91, (rappelons que
d = dim X). 1l existe donc un systéme de parametres (uy,...,uq) en g(z) tel que u;(g(2)) =
u;(z) au voisinage de x. Nous allons montrer qu’il existe une trivialisation .y = s. - Oy
vérifiant

1—e < s(2)o S 1+e

pour tout z € B(p,t). Pour tout z € B(p,t), soit un élément b,(z) € C, tel que |b,(2)], =
ls0(2)]|;t. On consideére Papplication continue

w:  Bp,t) — C,
z — by(2).

Si v est ultramétrique, il existe un polynoéme P tel que pour tout z € B(p,¢), |[P(2) —ty(2)]» <
e/11s0]|lv,sup d’apres le théoréeme d’interpolation de [15]. Considérons la section s, = sg - P.
Alors pour tout z € B(p, 1),

I8¢ (2)llv = lIs0(2)[lu| P(2)] < [Is0(2)[[0]to(2)|0 +& =1 +e.
De méme ||sc(2)|l, > 1 — e. Ainsi, pour tout z € B(p,¢), on a
I—e < s <1+

Dans le cas archimédien, on procede de la méme maniere en appliquant le théoréme de Stone-
Weierstrass 1,0 B(p,t) = R, 2z — ||so(2)]/5 -

1l existe donc une fonction f € Ox (U) telle que s = s, f. Il existe également un polydisque
D dans C¢ et un ouvert Vp dans U(C,) tels que g induise un isomorphisme entre Vp et D.
La fonction f restreinte a Vp s’identifie a une fonction analytique fsur le polydisque D. Par
hypotheése, si d,(x,z) < p alors g(z) € D, et de plus |u;(g(2))|, < p. Donc f est analytique
sur le polydisque D’ = {z € C? | maxj<i<q |4;(2)]», < p} via g. Supposons d’abord que v est
archimédienne. On note M = sup{|f(z)| | z € D'}. D’aprés le théoreme 3.4 de [51], on en
déduit que

sW)llo < (1 +)|f(gw)] < (1+¢) <maX1Si§dp|ai(9(y))|) M

< (1+e) <2W>TM.
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Par ailleurs, ||s||ysup > (1 —€)M. En faisant tendre ¢ vers 0 et p vers p,(.Z,¢), on obtient

bien .
5@l dy(z,y)
< (2 .
I[8[lv.sup pa(Z; 1)
Considérons maintenant le cas ou v est ultramétrique. La fonction f s’identifie a une fonction
analytique f sur le polydisque D’ qui s’annule & un ordre supérieur & r en g(z) et s’écrit

F= > aap-uk
Ona f(y) = f(g(y)) et on obtient
Is@)llo = llse@llolf(Y)lo < (1 + &) max{ak|, IT lm(ew)

1<i<n

< (1 + &) max(|ax|op™*! ") (do (2, )"

)

D’apres le lemme 15.1 de [77] appliqué sur le polydisque D', on a de plus
[sllo.sup = sup{l[so()[lo[f(¥)|v | ¥ € B(pa(L), 1)}

> (1=e)sup{[f(v)]o | v € D'}

> (1 &) max(|axlup*).

En faisant tendre € vers 0 et p vers p,(.%,¢), on obtient
LGl o (b)Y
pz(Zs 1)
Le lemme est donc démontré dans le cas ot ¢(z) = (1:0:---:0). Le cas d’un plongement ¢
quelconque se déduit du lemme 4.3.1 de la facon suivante. Si v est ultramétrique, soit ¢’ > 0.
D’apres le lemme 4.3.1, il existe un plongement ¢’ tel que ¢/(z) = (1:0: ---: 0), définissant
une distance d, qui vérifie
1+ tdy(x, 2) < d)(x,2) < (1+€)dy(, 2)
pour tout z € X(C,). On en déduit que
pu(L, V) = (L) po(L,0).

Soit y € X (K) distinct de z tel que dy(z,y) < min(1, p(-Z,¢)). On suppose &’ suffisamment
petit pour avoir d, (x,y) < min(1, p,(-Z,")). D’apres le cas précédent,

5@l <pd;(§ z?))

15T mum
||3(y)Hv ( n2 dv(x,y) )T
< [ (1+€) ——=% ) .
I5lom =\ 0200

On en déduit le résultat voulu en faisant tendre ¢’ vers 0. Si v est archimédienne, on conclut
également avec le lemme 4.3.1.

18llo.5up

IN

donc

O

Le résultat principal de cette partie est le théoreme suivant, qui est une conséquence du

corollaire 4.4.2 et du lemme 4.5.1. Rappelons que 'on note a(v) = 1 si v est archimédienne
et a(v) = 0 sinon.

THEOREME 4.5.2. Soient v > 0 un nombre rationnel et r un entier non nul tel que
ry € N. On note F, le sous-espace vectoriel de H°(Xp,r.#) des sections qui s’annulent a
Uordre ry en x. Alors pour tout € > 0 et pour tout point y € (X \ B(F,))(K) distinct de x
satisfaisant l’inégalité

3 (s (0)) < — (70 4 ) o)
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la hauteur hy(y) est majorée par

max { (’y[[LLv::%U] + E) ) a(v)log2, %max{cl (Z,x),ca( L, x, 7, T)}} ,

cl<$,$> = 2a(”> 10g2 - 210g(pa:($))a
et
2L : Q]
T’Y[Lv : Qv]

En particulier, les points vérifiant (35) sont en nombre fini si £ est ample.

(L, xyy,r) = min{lrgax h(s;) | (si)1<i<e base de F.}.

i<l

Démonstration : On note n, = [L[Lig] T Soient € un nombre réel strictement positif et

y € (X \ B(F,))(K) un point distinct de x tel que
log(dy(2,y)) < —(nv/v +€)he(y)-

Soit s € F,. \ {0} ; cette section s’annule & l’ordre ry en z. On peut supposer que he(y) >
(= + £)~ta(v)log?2; ainsi ’hypothese du lemme 4.5.1 est satisfaite et on obtient

Is(w)lle - <2a(v)d;<%>>@

8llv,sup ~

On peut supposer que

2 2a(v) 1
G > - —_— = - .
he(y) > Elog <pm($)> Ecl(.i’,x)

On a alors

bl (o)

HS”v,sup pw(g)
a(v)exp(_(nv/’y—i_g)hf(y)) "
< p(2) )
< exp(—y(no/v +¢/2)hrz(y)).

En appliquant le corollaire 4.4.2 avec F' = F,. et t, = n, + v&/2 > n,, on en déduit que

21,
Thi’(y) < hhf(y) < ey Cl(gvx%
ol
d(Z,z) = min{max h(s;) | (si)1<i<r base de F,)}

1<i<r

Si £ est ample, ces points sont en nombre fini d’apres la propriété de Northcott.

O
Le lemme suivant nous permettra de faire le lien entre le théoréme 4.5.2 et le théoreme
3.3 de [57].

LEMME 4.5.3. (1) Soit v > 0 un nombre rationnel tel que £, appartienne au cone

effectif de Picg(X) et soit r un entier tel que ry € N\ {0}. Notons F, le sous-espace
vectoriel de H*(Xp,r.#) des sections globales s’annulant a l'ordre ry en z. Pour

toute section non nulle $ € HY(X,r.Z,), il existe une section s € F,. \ {0} telle que
S = T (81X\{z})-

(2) On a Uinclusion B(F,)\ {z} C n(B(rLy)), ot B(rL,) est le lieu de base de rZ,.
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Démonstration : Le faisceau correspondant a r.Z, est
(7‘(*0%)@7‘ ®ﬁ; ﬁg(r’y) = ('/T*lg)@?“ Qr-10y ﬁ;{ ®@; ﬁ;{(r’}/)
= (71'_1,,%)(87' ®71—_10X ﬁ}(?"y).

D’apres la proposition 8.1.12 (e) de [54], on a O';(1) = I, - O, ou I, est le faisceau d’idéaux
de Ox associé a x. On en déduit que

(36) ’/‘ffy = (7771.,2”)@” Qr-16x (71'711_1)(87‘7 Qr-10x ﬁ.;(i

Si dim X = 1 alors le point x correspond a un diviseur de Cartier et ’éclatement : X —
X est un isomorphisme et donc 7%, = 77 (LE" ®g, IE™).

Si dim X > 2, Déclatement 7 induit un isomorphisme entre X \ E et X1 \ {z}. Soit
s € HO(;(,rfv) une section non nulle. D’apres I'égalité (36), la restriction de 5 a X \ E
s’identifie & une section (non nulle) s de r.Z, définie sur X \ {z}. Le point x est régulier, donc
est contenu dans un ouvert régulier de Zariski U de X. Le sous-schéma ouvert U est integre
et normal (car un anneau local régulier est intégre et normal), donc dimU = dim X > 2 et
d’apres le théoréme 4.1.14 de [54], toute section de HO(Xy \ {z},.%) se prolonge de facon
unique en une section globale de .Z. Ainsi s se prolonge en une section globale de r.Z ; cette
section s’annule & l'ordre r+y en x d’apres 1'égalité (36).

Pour montrer Uinclusion #(F;) \ {z} C n(A(r.%,)), il suffit de remarquer que si z # z,
alors 771(2) ¢ E et d’utiliser la premiére partie du lemme.

O
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoreme 4.5.2 et du lemme 4.5.3.

COROLLAIRE 4.5.4. Soit v > 0 un nombre rationnel tel que £, soit dans le cone effectif
de Picg(X). Soit r € N\ {0} tel que rvy soit entier. On note B(rLy) le lieu de base de r.Z,

et B =mn(B(r,)). On pose
c1(Z, ) = 2a(v)log 2 — 2log(p. (L))
et

2L :
(L xyy,r) = [L: Q] ]min{lrggié(eh(si) | (si)1<i<e base de F.},

Y[ Ly = Qy
ou F. est le sous-espace vectoriel de H*(X,r.%) des sections qui s’annulent a l’ordre vy en
x. Soit € > 0.
(1) Pour tout point y € (X \ B)(K) distinct de x satisfaisant I’inégalité
[L: Q]
37 log(dy(z,y <—(+6 he(y),
(37) (@oler)) < = (70 v)

la hauteur ho(y) est majorée par

L:Q] o 1
max { <7[Lva] + 5) a(v)log 2, - max{c, (&L, z), c2( L, x,7, T)}} :

En particulier, ces points sont en nombre fini si £ est ample.

(2) Side plusx ¢ B, alors pour tout point y € X (K) distinct de x satisfaisant l'inégalité
(37), la hauteur h(y) est majorée par

max{ <7[[Ii(%v] + 8)_ max{— log(d,(x, A)), a(v)log 2},
imaX{Cl(.i”,x),CQ(X’x’%r)}}’

ot dy(x,B) = inf,cp dy(x,2). En particulier, ces points sont en nombre fini si
2L est ample.
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Démonstration : D’apres le lemme 4.5.3, les hypothéses y ¢ £ et y # x entrainent y ¢
Z(F,). Le premier point est alors une conséquence immédiate du théoréme 4.5.2. Supposons
de plus que x ¢ A. Soit y € X(K) un point distinct de z satisfaisant 'inégalité (37). Si
y & A, le point 2 est une conséquence du point 1. Si y € A, alors d,(z,y) > d,(z, B), donc

ha(y) < — (m ; ) log(dy (z, 2)).

O

REMARQUE 4.5.5. Le corollaire 4.5.4 implique le théoréme 4.1.2 de la fagon suivante.
Dans le théoréme 4.1.2 intervient le lieu de base stable B(.Z,) de .2, € Picg(X) a la
place de #(r.Z,). Mais d’aprés la proposition 2.1.21 de [52], on peut choisir r tel que
B(Y%,) = #(r,). Il suffit alors d’appliquer le corollaire 4.5.4 avec ce choix de r pour obtenir
le théoreme 4.1.2. En pratique, il peut cependant s’avérer difficile de déterminer un entier r
tel que B(.Z,) = B(rZ,). Cette difficulté est atténuée par le fait que le théoréme 4.5.2 et le
corollaire 4.5.4 sont valables pour tout entier » non nul tel que 7y € N, pourvu que l'on ne
considere que des points y € X (K) en dehors de #(F,) et B(rZ,).

Nous allons maintenant voir que dans le cas ot £ est ample et v < €,(¢), il est possible
de remplacer # par {z} sans considérer d’entier r arbitrairement grand dans le corollaire
4.5.4, a condition que ﬁg(E) soit muni de métriques convenables au sens de la définition
suivante.

DEFINITION 4.5.6. Nous dirons qu'une métrique adélique sur O5(E) vérifie la condition
(A) si pour tout (p,q) € (N\ {0})? tel que p(7*.%) — qE soit ample, la métrique induite sur
pr* L — qF est semi-positive et vérifie : pour tout point z € ()Z' \ E)(C,) et pour toute section
globale s de p(7*.%) — ¢F ne s’annulant pas en z, pour toute place v € ¥,

[5()llo = lls(m(2))llo,
ol s est la section de p.Z associée & s du lemme 4.5.3.
On obtient le théoréme suivant, qui est & mettre en parallele avec le théoreme 4.3.2.

THEOREME 4.5.7. Supposons que £ est ample et que le fibré ﬁg(E) est muni d’une
métrique vérifiant la condition (A). Soit 0 < v < €;(-Z) un nombre rationnel. Alors pour tout
e > 0, pour tout point y € X(K) distinct de x satisfaisant l'inégalité

log(d (2 3)) < — (w +e) he (9),

la hauteur ho(y) est majorée par

max { (M + 5> ) a(v)log 2, % max{cl(,?,x),Cg,(ﬁ,:c,fy)}} ,

Lv : Q'u]
(2. 2) = 2a(0) log 2 — 2log(ps (),
et
_ 2[L:Q] — . .
c3( L x,y) = RN <e($) + v min{0, ZelIEl(f@) hﬁ(_E)(Z)}) )

En particulier, ces points sont en nombre fini.

Remarquons que le fibré O(—F) = 0 g(l) est un fibré ample, donc la quantité

inf{he—k)(2) | z € E(Q)}
du théoréme est bien finie.

Démonstration : Comme v < €,(.Z), £, est ample. Soit m un entier non nul tel que
my € N et soit r € N tel que rm.%, soit tres ample (en particulier Z(rm.%,)) = ). On note
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Ny = 1 L[ig}u] Soient & un nombre réel strictement positif et y € X (K) un point distinct de x

tel que

log(dy(z,y)) < —(nu/v +€)he(y)-

Soit § € HO(X,rm.%,) \ {0}. D’aprés le lemme 4.5.3, il existe une section non nulle s €
HO(X,.Z™ @ IT™7) telle que S‘X\E = m(8/x\{=})- On peut supposer que he(y) > (71{—” +
g) ta(v)log2; ainsi 'hypotheése du lemme 4.5.1 est satisfaite et d’aprés la condition (A) on a

S(nt — s a(v)dv(xay) me s
S )l = sl < (260 22) T g,
< (2a(v) dy (‘T5 y) > m

pw(f) i
Par ailleurs,
_ [LU Qv} o
hone ) == 3 f@] tog (0.
—— 3 S o E )l = o (7 )
vEXL :

On raisonne maintenant comme dans la preuve du théoreme 4.5.2 en appliquant le corollaire
4.4.2 a H(X,rm.Z,) au lieu de F,. La constante c (&£, ) qui apparait & la fin de la démons-
tration du théoréme 4.5.2 est alors remplacée par )\max(rmf ). D’apres la proposition 1.5.4,
on a

1
m = Apax(rm2) = —e(m.Z,).

r—-+oo T

En utilisant & nouveau la condition (A), on obtient

e(mZ) = inf{hne,(2) |z € X(@)}

= mmin | inf_ hg(a),he(z) +yinf{hep(2) | z € E(Q)}
aeX(Q)
atz

me(Z) + mymin{0, inf_hep)(2)},
2€E(Q)

v

ce qui acheve la preuve.
O

Voyons maintenant comment le corollaire 4.5.4 implique le corollaire 4.1.3. Ainsi que nous
lavons rappelé dans la partie 3, si £ est ample alors €,(¢) > 0. Considérons un nombre réel
strictement positif v < €,(Z) ; alors pour r suffisamment grand, #(r.Z,) = 0. Soit € > 0 et
soit y € X (K) un point distinct de x. Si 7 est suffisamment proche de ¢, (Z) et si he(y) > 0,
on a l'implication

outds(9)) <~ (g ) he)
= log(dy(z,y)) < — ( [[L Qh + 6) he(y).

On obtient alors le corollaire 4.1.3 en posant

L: -
b(Z,z)=¢ ([Q]> a(v)log2 + 2max{0,¢1(Z, ), o (L, x,v, 1)},
'V[Lv : Qv}
ot ¢1(Z,x) et co( L, x,7,r) sont les constantes du corollaire 4.5.4. De plus, si ’hypothése du
théoréme 4.5.7 est satisfaite, on peut remplacer la constante cy(Z,x,7,7) par la constante
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c3(Z, x,v) du théoréme 4.5.7. La propriété de Northcott implique alors qu’il n’existe qu'un
nombre fini de points y € X (K) distincts de z tels que

[L:Q

log(dy,(x,y <—<+E he(y).

( ’U( )) ex(g)[lﬁu:@v] ( )

Dans le cas ou le point x n’est plus supposé régulier, les mémes méthodes permettent
de majorer la hauteur des points vérifiant (37), mais dans ce cas la constante qui intervient
n’est plus explicite. L’inconvénient est que le lemme 4.5.1 ne s’applique pas et 'hypothese
du corollaire 4.4.2 n’est plus garantie. Nous pouvons cependant utiliser le corollaire 4.4.4;
expliquons maintenant comment procéder. Soient v un nombre rationnel et r un entier non
nul tel que 7y € N, € un nombre réel strictement positif et y € (X \ B)(K) (£ désigne encore
I'image par 7 du lieu de base de 7.Z,) tel que

[L:Q

log(dy (2,9)) < — (M +e) he(y).

On note V = HY(X, r.%) et F, le sous-espace de V des sections s’annulant a I'ordre 77y en z.
On considére la filtration de V' donnée par le drapeau

V > F. > {0}

et les nombres réels ¢g = 0 < ¢; = [L[ng]] + ve/2. 11 existe des générateurs (uy,...,us) de

l'idéal maximal défini par x tels que si d,(z, z) est suffisamment petite, alors
max(|u1(2)|v, ..., [ (2)]o) < 29 d,(z, 2)

(on utilise ici les mémes arguments qu’au début de la preuve du lemme 4.5.1 ainsi que le lemme
4.3.1). On en déduit que si la hauteur de y est suffisamment grande, |u;(y)|, < 2¢"d,(z,y)
pour tout 1 < i < ¢. En considérant un recouvrement de X par des ouverts affines et ’égalité

7‘9%7 = (7‘(’713)@7‘ Qr—16x (71'71[%)(8747 Qr—16x ﬁ}z

(voir la preuve du lemme 4.5.3), on peut supposer que y n’appartient pas & Z(F;.). Soit U un
ouvert de X contenant = et so € H(X,r.#) une section ne s’annulant pas sur U. On choisit
une base (s1,...,S4mF) de F,. avec

si =50 [i E aquy™ Ut
Qi1+ Fage=mry

a=(aj1seagy)

ou f; € Ox(U) et
(38) ||80'fi||v,sup2|aoz‘v S 1.

Pour tout 1 <7 < dim F, on a ainsi

. < Ay < (9a(v) ry
lsi(@)lle < max {Ju;lo}™ < (27 du(z,y)

En raisonnant comme dans la preuve du corollaire 4.5.4 et en utilisant le corollaire 4.4.4,
on majore ainsi la hauteur des points satisfaisant le systeme (37). Cette majoration fait
intervenir la constante du corollaire 4.4.4 (pour le cas particulier d’une place) qui dépend
malheureusement de la base (s1, .. ., Sqim #) choisie pour obtenir (38). Ces méthodes redonnent
ainsi une généralisation du théoréme de Liouville méme dans le cas ou le point x n’est pas

régulier.

Le corollaire 4.5.4 entraine la minoration o, (%) > ﬁq« (-Z) du corollaire 3.4 de [57]
(le facteur [L, : Q,] qui apparait dans le corollaire 4.5.4 provient d’une différence de norma-
lisation, voir la remarque 4.2.1 page 83) et fournit une majoration pour la hauteur des points
qui ne dépend pas d’un choix de métriques sur E. Remarquons que dans [56], les auteurs
démontrent la minoration plus forte a,(Z) > 3€,(%), qui généralise le théoreme de Roth.
Mais méme dans le cas de la droite projective X = PL., aucune version effective n’existe a
I’heure actuelle pour le théoréme de Roth.
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4.5.2. Le cas de P". Dans ce paragraphe, nous considérons le cas ou X = P} et
¥ = 0(1). Dans le cas ou n > 2 , 'exposant d’approximation du corollaire 4.5.4 peut
étre amélioré, tout en conservant une majoration effective de la hauteur des solutions. Nous
préférons proposer ici une démonstration qui n’utilise pas les techniques de la partie 4.4 et qui
permet d’énoncer une généralisation de la version effective du théoreme de Liouville, analogue
4 (33). Soit z = (wp : ... : z,) un point de P*(K) \ P*(K) et soit v une place de K. Par
abus de notation, on note encore v la restriction de cette place a des sous-corps de K. Sans
perte de généralité, on peut supposer que xg # 0 et on note x = (1 : 2 : -+ : T, ). Pour tout
(20, - .-, 2n) € CL on note

n
(3 |2 ?)1/? si v est archimédienne,
|(Z07---;zn>|2,v = =
max{|zo|v, ..., |2n|o} sinon
On rappelle que a(v) =1 si v est archimédienne, a(v) = 0 sinon.

THEOREME 4.5.8. On note

o=min{ Z P 5 g )

Pour tout point y = (yo : ... : yn) € PM(K) tel que yo # 0, on a
log(dy(x,y)) > C(x) — 0h(y),
avec C(z) = — (0h(z) +log(|(L,Z1, ..., Zn)|2,0) + a(v) S log(2"(n + 1))).

Démonstration : Soit 1 < i < n tel que § = [K(Z;) : K|/[K(Z;)y : Qp). On note L =
K (z;). Considérons la section

s =x;To — T; € H(P}, 0(1)) \ {0}

Soit y € P™(K) tel que yo # 0. Alors s(y) # 0 car z; ¢ K et y € X(K). On considere
I’application surjective

—_

¢: L-s — ZL(y)
s = 3y).

Supposons que la place v est finie. Alors
[s(¥)llv _ lzoyi — yoily
max; |yj|v|x0|v||5||v,sup

maXr< |~”Ckyl - yk$l|u ~
- max |$j|v
max; |y;|, max; |z;l,

- dv(xay) 'IH?X|E]‘|U.

Dans le cas ot v est archimédienne, on a de la méme fagon

1/2
[[s(y Hv <1+Z|xl|2> dy(2,9y).

[[8llo.sup

On en déduit que —h(y) — h(s) < Flog(|(1,Z1,...,Tn)|2udy(z,y)). Par ailleurs, h(s) <
@ log(2"™(n 4 1)) 4+ h(z) (voir [49]). On a donc

F10B(1(1 31, )zt ,) = —(hly) + h(w) + 22 log(2(n 4 1)),

d’ou
log(dy(2,y)) > —0h(y) + C (),
avec C(z) = — (Oh(z) +log(|(1,Z1, . .., Tn)|2,0) + a(v)§ log(2"(n + 1))).
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O
Dans le cas ou n = 1, I'exposant 6 est égal a ’exposant [L[Lig]] du corollaire 4.5.4, ou
L est le corps de définition de x. Cependant dés que n > 2, I'exposant du théoreéme 4.5.8

peut étre strictement inférieur a [L[Lig]]. Remarquons que dans larticle [56], les auteurs

obtiennent un meilleur exposant (mLJr17 ou m est la dimension du plus petit sous-espace
linéaire contenant z € P*(K) \ P*(K)). Une fois de plus, I'intérét du théoréme 4.5.8 est qu’il

donne une majoration explicite de la hauteur des solutions.






Partie 2

Théorie des formes linéaires de
logarithmes dans le cas rationnel






Chapitre 5

Introduction

Dans cette partie, nous établissons des mesures d’indépendance linéaire de logarithmes
dans un groupe algébrique commutatif G défini sur un corps de nombres K. Considérons une
place v de K et notons tg(C,) I'algebre de Lie du groupe de Lie v-adique G(C,). Soit V' un
sous-espace vectoriel strict de t¢(C,), défini sur K (i.e. V est le lieu d’annulation de formes
linéaires a coefficients dans K). Nous cherchons a minorer la distance d,(u, V') séparant V
et un vecteur u € tg(C,) \ V, dans le cas ot le point p := exp,(u) appartient & G(K). Ici,
exp,, désigne Papplication exponentielle du groupe de Lie G(C,), définie sur un voisinage de 0
dans tg(C,) et a valeurs dans G(C,), et la distance d,, est associée & une norme donnée |.||,
sur te(C,). Notons Q¢ le réseau des périodes de G, défini comme le noyau de 'application
exponentielle exp,, et ¢ = dim G. On fixe une K-base de tg, qui munit cet espace vectoriel
d’une structure de fibré adélique hermitien (voir 'exemple 1.1.3 page 28). Classiquement, si
u ¢ V, une mesure (simultanée) d’indépendance de logarithmes minore d,(u, V') en fonction
de la hauteur h(p) du point p et la hauteur A(V') du sous-espace V. Pour simplifier, nous sup-
posons que la place v est archimédienne dans cette introduction. Nous nous concentrons sur
le cas rationnel, ou V est 'algebre de Lie d’un sous-groupe algébrique H de G, défini sur K.
L’objectif principal de ce travail est de généraliser les théorémes de I’article [35] de Gaudron,
qui donnent les meilleures minorations connues en terme de la hauteur h(p) de p. Comme nous
I’avons expliqué dans 'introduction générale, ceux-ci ne traitent pas le cas dit périodique, et
imposent systématiquement I’hypothése suivante : pour tout sous-groupe algébrique G’ de G
tel que t¢(C,) +V # te(C,) et pour tout entier naturel & non nul, alors ku ¢ te (C,) + Q¢
(ou, de fagon équivalente, kp ¢ G’(K)). Cette hypothése peut s’avérer trés contraignante,
et exclut par exemple le cas ol p est un point de torsion. Le cas périodique pose de sérieux
problemes lorsque ’on cherche a adapter la méthode de Baker dans le cadre général. En parti-
culier, il empéche d’appliquer les méthodes classiques a deux étapes clés de la démonstration,
a savoir la majoration du rang d’un systeme d’équations linéaire et 'application d’un lemme
de multiplicités. L’inconvénient est que ces deux points font intervenir certains sous-groupes
de G, appelés sous-groupes obstructeurs, et que les arguments classiques sont mis en échec
si un multiple de p appartient a ces sous groupes. Rappelons maintenant ’argument clé qui
a permis en premier lieu a Philippon et Waldschmidt d’intégrer le cas périodique dans leurs
démonstrations de mesures d’indépendance linéaires de logarithmes [66, 67] pour un groupe
algébrique commutatif quelconque. Il repose sur I’énoncé suivant, démontré par Bertrand et
Philippon [4].

PROPOSITION 5.0.1 (Bertrand-Philippon, 1988). Supposons que la place v est archimé-
dienne. Il existe une constante ¢y > 0 telle que pour tout sous-groupe algébrique G' de G et
pour toute période w € Qa \ ta(Cy), linégalité

1
dp(w, te (Cy)) > ————
v( G ( v)) = degG’
est vérifice.

Dans les articles [66] et [67], Philippon et Waldschmidt ont utilisé cette proposition de
fagon trés astucieuse pour mettre en place une extrapolation sur les dérivations (inspirée par
les travaux de Gel’fond). Ceci conduit & un choix de parameétres tres différents pour traiter le

cas périodique, et supprime les difficultés introduites par les sous-groupes obstructeurs. Cette
méthode ingénieuse est devenue tres classique en théorie des formes linéaires de logarithmes
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depuis ; elle est par exemple appliquée dans les travaux de Hirata-Kohno [46, 47], David [17],
Gaudron [33, 38], ou encore Bosser et Gaudron [7] (dans le langage plus moderne des fibrés
vectoriels adéliques pour les deux derniéres références). Malheureusement, si ’on introduit
une extrapolation sur les dérivations dans la démonstration de [35], la minoration obtenue
est fortement dégradée : elle perd son caractére optimal en h(p) et elle n’améliore pas de
résultat connu. C’est la raison pour laquelle 'hypothese tg/(C,) +V # te(C,) = Vk €
N\ {0}, ku ¢ te (Cy) 4 Q¢ est indispensable pour obtenir les mesures d’indépendance linéaire
de logarithme recherchées dans la démonstration de [35]. Dans cette partie, nous parvenons
a retrouver tous les théorémes de [35] en remplagant ’hypothése ci-dessus par : pour tout
sous-groupe algébrique G’ de G tel que t¢/ (C,) +V # tg(C,), le vecteur u n’appartient pas a
tc'(C,). Notre hypothese est bien plus faible que celle de [35]; par exemple, quand V' est un
hyperplan (qui est la situation généralisant le cas historique de la théorie, traitant d’une forme
linéaire de logarithme), cette condition signifie simplement que le point u n’appartient pas a
V. Par ailleurs, dans le cas ou dim V' < g — 1 (qui correspond & la minoration simultanées de
plusieurs formes linéaires de logarithmes), cette hypothése est courante dans la littérature, et
figure par exemple dans les travaux de Philippon et Waldschmidt [66] et Hirata-Kohno [47].

Nous allons maintenant résumer la nouveauté principale de ce travail, qui introduit une
nouvelle méthode pour traiter le cas périodique. Celle-ci repose sur la démonstration d’une
généralisation de la proposition 5.0.1 de Bertrand et Philippon, dont une conséquence est
I’énoncé suivant.

LEMME 5.0.2 (Corollaire du lemme 6.4.3). Il existe une constante co > 1 vérifiant la
propriété suivante. Soit G un sous-groupe algébrique strict et connexe de G et soit S un
entier naturel non nul. Supposons que pour tout sous-groupe algébrique strict et conneze G’
de G tel que tg/(Cy) +V # ta(Cy), on ait u ¢ te (C,) et que ta((Cv) +V #£te(C,). Alors
on a limplication

dy(u, V) 1

= Sdeg(é) exp(ce max{1,h(V)})

La démonstration de ce résultat nécessite une étude minutieuse des liens entre le degré
d’un sous-groupe et la hauteur de son espace tangent, au moyen d’un « dévissage » grace a une
décomposition de Chevalley, et repose sur des résultats intermédiaires sur les liens entre les
sous-groupes algébriques de G et leurs algebres de Lie. Ce travail constitue I'objet du chapitre
6. Nous appliquons ensuite ce lemme de fagon systématique, pour montrer que si la distance
dy(u, V) ne satisfait pas la minoration voulue, alors les sous-groupes obstructeurs de G ne
contiennent pas de grands multiples de p. De cette fagon, nous montrons que le cas périodique
ne peut pas se produire, et nous évitons d’avoir recours a une extrapolation sur les dérivations.
Une autre caractéristique importante de notre démonstration est d’utiliser le formalisme des
fibrés adéliques hermitiens. Le schéma de notre preuve adapte les arguments novateurs de
Particle [38] de Gaudron, qui traite du cas de groupes linéaires. Nous intégrons ainsi les outils
de la théorie des pentes a la méthode de Baker ; en particulier, nous construisons une section
auxiliaire au moyen du lemme de Siegel approché absolu du paragraphe 1.1 (lemme 1.1.22 page
34). L’ensemble de ces arguments, combiné a un choix adapté de parameétres, nous permettent
de démontrer des mesures d’indépendance linéaire de logarithmes légerement plus précises que
celles obtenues par Gaudron dans [35] sans I'hypothése que le sous-groupe engendré par p a
une intersection nulle avec les sous-groupes stricts de G. Une conséquence des théoremes que
nous démontrons est la suivante.

se{l,...,S}, sp ¢ G(K).

THEOREME 5.0.3. Il existe une constante c3 > 1, indépendante de h(V') et de h(p), ayant
la propriété suivante. Soit t = codimy,, (V). Supposons que pour tout sous-groupe algébrique
connere G' de G tel que te/(Cy) +V # ta(Cy), on ait u ¢ te(C,) (cette condition est
automatiquement vérifiée sit=1etu ¢ V). Alorsu ¢ V et

logdy, (u, V) > —c3 max{1, h(V)}H'% max{1, h(p)}9/*.

Cet énoncé sera rendu beaucoup plus précis au paragraphe 7.2. Nous en donnerons éga-
lement des versions valables pour une place finie v de K.
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Introduction to part two (English version)

In this part, we establish new measures of linear independence of logarithms over a
commutative algebraic group G defined over a number field K. Let v be a place of K and let
V be a subspace of the Lie algebra t(C,) of the v-adic Lie group G(C,). We suppose that the
subspace V is defined over K. We denote by exp, the exponential map of G(C,) and by d,
the distance function associated to a given norm on tg(C,). We are looking for lower bounds
for the distance d,(u, V') between V and a vector u € t¢(C,) \ V with p := exp,(u) € G(K).
Let Q¢ be the lattice of periods of G, that is the kernel of the exponential map exp,,. We put
g = dim G and we fix a K-basis e for tg. Let h(V) be the height of V associated to e (see
example 1.1.3 and definition 1.1.7). In our study, we shall focus on the rational case, where V' is
the Lie algebra of an algebraic subgroup H of G defined over K. We will generalize the results
of the article [35] of Gaudron, which give the best currently known lower bounds for d,(u, V')
in terms of the height h(p) of the point p. As we mentioned in the general introduction, the
latter article doesn’t deal with the periodic case, and all the theorems in [35] contain the
following assumption : for all algebraic subgroup G’ of G with t¢/(C,) +V # tg(C,) and for
all positive integer k, ku does not belong to tg/(C,)+ Q¢ (or, equivalently, kp ¢ G’(K)). This
assumption is particularly restrictive; for example, it excludes the case where p is a torsion
point. The main purpose of this part is to remove this hypothesis and to recover the results of
[35]. In the periodic case, serious problems arise when one tries to adapt Baker’s arguments
in the general setting of an arbitrary commutative algebraic group G. Two key points in
the demonstration, namely the control of the rank of a linear system and the application of
a multiplicity lemma, involve particular subgroups of G, called obstruction subgroups. The
usual argumentation fails when too many multiples of p belong to these subgroups, and that
is why the technical assumption on p is introduced in [35]. We shall now briefly recall how
Philippon and Waldschmidt [66, 67] first managed to deal with the periodic case to prove
lower bounds for linear forms in logarithms in the general case. Their arguments rely on the
following result, due to Bertrand and Philippon [4].

PRrROPOSITION 5.0.4. If v is archimedean, there exists a constant cq4 > 0 such that for all
algebraic subgroup G’ of G and for all period w € Q¢ \ te (Cy), we have

1

dy(w,te (Cy)) > o deg G

For the sake of simplicity, we assume that the place v is archimedean in the rest of this
introduction. In their articles [66] and [67], Philippon and Waldschmidt applied proposition
5.0.4 to set up an extrapolation on derivations, inspired by the works of Gel’fond. This leads to
a specific choice of parameters for the periodic case, and makes the difficulties introduced by
obstruction subgroups disappear. This method has become very classical in the theory of