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Abstract

We establish new measures of linear independence of logarithms on a commutative algebraic
group. Let G be a connected commutative algebraic group over Q and let t¢ be the tangent
space at the origin. We consider a vector u € t¢ ®g C such that its image by the exponential
map of the Lie group G(C) is an algebraic point p € G(Q). Let V be a hyperplane in tg. We
obtain lower bounds for the distance d(u, V') between u and V' ®g C in the rational case, where
V = tg is the tangent space at the origin of an algebraic connected subgroup of G. These
lower bounds are the best currently known in terms of the height h(p) of p. They generalize
measures of linear forms in logarithms previously obtained by Gaudron. Our approach is based
on new arguments which allow us to exclude the so-called periodic case in the demonstration,
by revisiting previous work of Bertrand and Philippon. Our proofs also rely on tools from Bost’s
slope theory of hermitian vector bundles. Moreover, we present ultrametric analogues of our
results, and we deal with the case where V' = ¢ is a linear subspace of any dimension.
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1. Introduction

Dans ce texte, nous établissons de nouvelles mesures d’indépendance linéaire de loga-
rithmes dans un groupe algébrique commutatif. Nous donnerons des mesures archimé-
diennes ainsi que leurs analogues ultramétriques. Pour simplifier, nous considérons
uniquement le cas archimédien dans cette introduction. Soit G un groupe algébrique con-
nexe et commutatif sur Q. L’espace tangent a l'origine t; de G est un Q-espace vectoriel
de dimension g := dim G. Soit V' un sous-espace vectoriel de tg. Fixons un plongement de
Q dans C et notons tg(C) = tg ®g C. Le groupe de Lie G(C) est muni d'une application
exponentielle exp: t¢(C) — G(C), qui est surjective. Considérons un point p € G(Q) et
un logarithme u € t¢(C) de p (i.e. un vecteur u € tc(C) tel que exp(u) = p). Dans le
cas oul le vecteur u n’appartient pas & V ®g C, une mesure d’indépendance linéaire de
logarithmes est une minoration de la distance d(u, V') séparant u et V ®g C en fonction
d’invariants liés aux données de départ, notamment la hauteur (V') de V (définition [2.6)
et la hauteur de Weil logarithmique h(p) du point p (relative a un plongement fixé de G
dans un espace projectif). Nous nous plagons dans le cas dit rationnel, ot V' est 'espace
tangent a l'origine d’un sous-groupe algébrique connexe H de G. Dans ce contexte, Gau-
dron a établi les meilleures minorations connues a ce jour en termes de la hauteur de p [21].
Cet article combine la méthode de Baker, revisitée par Philippon et Waldschmidt [34] [35],
a des minorations de la taille de sous-schémas formels dues a Bost [§]. Cependant, les
théorémes de [2I] imposent systématiquement ’hypothése suivante sur le point p : pour
tout sous-groupe algébrique G’ de G tel que tg: + V # tg et pour tout entier naturel k
non nul, on a kp ¢ G'(Q). L’objectif principal de ce travail est de retrouver les mesures
d’indépendance linéaires de logarithmes de [21I] en supprimant cette hypothése technique.
Celle-ci peut en effet s’avérer trés contraignante, et exclut par exemple le cas ol p est un
point de torsion. Elle est précisément introduite pour exclure de la démonstration le cas
dit périodique, qui pose de sérieux problémes lorsque 'on cherche & adapter la méthode
de Baker au cas général d’'un groupe algébrique commutatif quelconque. En particulier,
il empéche d’appliquer les méthodes classiques a deux étapes clefs de la démonstration,
a savoir la majoration du rang d’un systéme d’équations linéaire et I’application d’un
lemme de multiplicités. L’inconvénient est que ces deux points font intervenir certains
sous-groupes de G, appelés sous-groupes obstructeurs, et que les arguments classiques
sont mis en échec si un multiple de p appartient & ces sous groupes. Dans leurs articles
[34] et [35], Philippon et Waldschmidt ont mis en place une méthode trés astucieuse pour
intégrer le cas périodique dans les démonstrations de minorations de formes linéaires de
logarithmes, au moyen d’une extrapolation sur les dérivations inspirée par les travaux
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Indépendance linéaire de logarithmes 7

de Gel’fond. Cette méthode est devenue trés classique en théorie des formes linéaires
de logarithmes depuis; elle est par exemple appliquée dans les travaux de Hirata-Kohno
[28, 29], David [14], David et Hirata-Kohno [I5], Gaudron [19, [24], ou encore Bosser et
Gaudron [6] (dans le langage plus moderne des fibrés vectoriels adéliques pour les deux
dernieres références). Cet outil a néanmoins l'inconvénient d’étre assez lourd a mettre en
place, car il nécessite un choix de paramétres spécifique au cas périodique. De fagon plus
problématique, il s’avére que si 'on intégre une extrapolation sur les dérivations dans
la démonstration de [21I] (qui repose sur un raisonnement par l’absurde), I’on n’aboutit
pas & une contradiction, et il est impossible de conclure. C’est la raison pour laquelle les
théorémes de [21] contiennent hypothése « tgr +V # tg = Vk € N\ {0}, kp ¢ G'(Q) ».

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche pour traiter le cas périodique,
qui nous permet de retrouver tous les théorémes de [2I] en remplagant I’hypothése sur p
ci-dessus par : pour tout sous-groupe algébrique G’ de G tel que tg: +V # tg, le vecteur
u n’appartient pas a tg/ (C). Notre hypothése est bien plus faible que celle de [2I] ; par
exemple, quand V est un hyperplan (qui est la situation généralisant le cas historique de
la théorie, traitant d’une forme linéaire de logarithme), cette condition signifie simple-
ment que le point u n’appartient pas a V' Qg C. Par ailleurs, dans le cas ot dimV < g—1
(qui correspond & la minoration simultanée de plusieurs formes linéaires de logarithmes),
cette hypothése est courante dans la littérature, et figure par exemple dans les travaux
de Hirata-Kohno [29] et de Philippon et Waldschmidt [34]. Nous démontrerons le ré-
sultat suivant. Rappelons que V = tg est 'espace tangent a l'origine d’un sous-groupe
algébrique connexe H de G.

THEOREME 1.1. I existe une constante qn > 1, indépendante de h(V') et de h(p), ayant
la propriété suivante. Soit t = codimy,, V. Supposons que pour tout sous-groupe algébrique
connexe G' de G tel que ter +V # tg, on ait u ¢ te/(C). Alors u ¢ V @5 C et

log d(u, V) > —qgmax{1, h(V)}1 0D/t max{1, h(p)}9/*.

Nous énoncerons des théorémes plus précis au paragraphe [d] et nous en donnerons
également des analogues ultramétriques. Nos résultats généralisent tous les théorémes
de [21], en remplagant 'hypothése « tg +V # tg = Vk € N\ {0}, kp ¢ G'(Q) » par celle
du théoréme En particulier, lorsque V' est un hyperplan, nous supposons seulement
que u n’appartient pas a V' Qg C. Nous améliorons également les mesures obtenues en
termes du degré d’un corps de nombres de définition de G et de H.

L’argument clef de notre approche repose sur la démonstration d’une variante d’un
résultat de Bertrand et Philippon [3]. Notons Q¢ C t¢(C) le réseau des périodes de G,
défini comme le noyau de Pexponentielle exp. Le corollaire 2 de [3] permet de comparer le
degré deg(G’) d’un sous-groupe algébrique G’ de G avec la distance d(w, tg/(C)) séparant
un élément w € Q¢ \ter (C) de Pespace tangent te (C) de G'(C). Nous commencerons par
établir une généralisation du corollaire 2 de Bertrand et Philippon [3], qui s’applique a
un point w € (t¢ \te/)(C) qui n’est plus nécessairement une période (lemme [5.4] page [23).
Nous démontrerons ensuite le théoréme suivant, conséquence du théoréme [5.1

THEOREME 1.2. [l existe une constante qq > 1 ayant la propriété suivante. Soit G un
sous-groupe algébrique conneze de G tel que tz +V # tg et soit S un entier naturel non
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nul. Supposons que pour tout sous-groupe algébrique conneze G' de G tel que tg+V # tg,
on ait u & te (C). Alors on a Uimplication
1
< =
S deg G exp(qgmax{1, h(V)})

Nous appliquerons ensuite ce théoréme de fagon systématique, pour montrer que si la

d(u, V) — Vse{l,...,S}, sp ¢ G@Q).

distance d(u, V') ne satisfait pas la minoration voulue, alors les sous-groupes obstructeurs
de G ne contiennent pas de petits multiples de p. Nous évitons ainsi les difficultés tech-
niques liées au cas périodique, sans avoir recours & une extrapolation sur les dérivations.
La démonstration du théoréme nécessite une étude minutieuse des relations entre le
degré d’un sous-groupe et la hauteur de son espace tangent, au moyen d’un « dévissage »
grace & une décomposition de Chevalley, et repose sur des résultats intermédiaires sur
les liens entre les sous-groupes algébriques de G et leurs algébres de Lie. Une autre ca-
ractéristique importante de notre démonstration du théoréme [I.1] est d’adopter, pour la
premiére fois dans le contexte général d’un groupe algébrique commutatif quelconque,
le schéma de démonstration novateur de l'article [24] de Gaudron (traitant du cas d’un
groupe linéaire). Celui-ci intégre des outils de la théorie des fibrés vectoriels hermitiens
de Bost [7] & la méthode de Baker. Ce formalisme permet de clarifier 'argumentation en
faisant ressortir de fagon intrinséque les invariants associés aux données de départ. Nous
nous affranchissons par exemple des contraintes techniques liées aux choix de bases par-
ticuliéres pour V' (qui nécessitaient I’emploi d’un lemme de Siegel dans [21]). Signalons
enfin que dans le cas ultramétrique, nous remplacons également une hypotheése faite sur
la norme de u dans Darticle [2I] de Gaudron par la condition naturelle que u appar-
tienne au disque de convergence de 'application exponentielle. Cette amélioration repose
sur 'utilisation d’un cas trés particulier d’un lemme d’interpolation dit & Robba [36]

corollaire page .

1.1. Organisation de la suite du texte. Le paragraphe 2] regroupe les rappels de
la théorie des fibrés vectoriels hermitiens dont nous aurons besoin. Nous préciserons les
données du probléme et les énoncés des théorémes principaux aux paragraphes[3|et[d La
démonstration du théoréme [I.2] constitue 'objet du §5] Le paragraphe [6] regroupe quant
a lui des lemmes d’interpolation (archimédien et ultramétrique) qui seront mis en ceuvre

lors de la démonstration du théoréme (8§7H9).

1.2. Conventions et notations

Notations. Pour tout nombre réel a, on note [a] la partie entiére de a et log, a =

logmax{1,a}, ou log désigne le logarithme népérien. Si x= (x1,...,2,) € N" alors
xl:=x!l xplet |x| =21+ -+, Six = (21,...,2,) est un n-uplet d’éléments d’un
corps K et si j = (j1,...,jn) € N, on note xJ := xJ' --- xJr et

7] 0
'Dx:x17+...+xn7

821 3Zn
Popérateur différentiel K-linéaire sur l’algébre des polynomes K|z, ..., zy], de coordon-
nées x dans la base (6%1,..., 8‘3 ) Enfin, si b = (by,...,b,) est une base de K", on
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pose
j _ it Jn
D‘L—Dbl o~-~onn.

Normes et valeurs absolues. Si K est un corps de nombres, on note X ; ’ensemble
des places finies de K, Yk o, ’ensemble de ses places infinies, et Y = Yk s U Xk o
Iensemble des places de K. Si v € Xk, on note K, le complété de K en v, Ok, 'anneau
des entiers de K, et C, le complété d’'une cloture algébrique de K,. Pour toute place
v € Yk, on note | - |, la valeur absolue sur K étendant la valeur absolue | - |, sur Q :
pl =p~*
absolue usuelle si v est archimédienne. On désigne par Q, le corps Q,, R ou C selon le
caractére p-adique, réel ou complexe non réel de v. On peut alors énoncer la formule du
produit : pour tout z € K \ {0}, on a

I el =1

si v est une place finie au-dessus de p et la restriction de |- |, & Q est la valeur

VEX K
Soit n un entier naturel non nul et soit v € X k. Si (21,...,2y,) est un vecteur de C7, on
pose
( ) (O [z)2)Y/? si v est archimédienne,
Zly.- =
B max{|z1|y, ..., |2n|v} sinon.

Hauteur d’un point projectif. La formule du produit permet de définir la notion de hau-
teur d’un point projectif : si & = (zg : ... : z,) € P%(Q) est un point fermé, dont les
coordonnées appartiennent a une extension finie L de K, on note h(x) sa hauteur de Weil
(logarithmique et absolue), définie par

L,:Q
hiz)= > g log max{|zoy, - . ., |[Zn|v},
vEX U;~Q]
L
ou (zg, ..., Z,) est un représentant quelconque de x. La hauteur d’un point fermé projectif
ne dépend pas du choix du corps L. On dispose ainsi d’une notion de hauteur pour tout
point x € P*(K) (ot K désigne une cloture algébrique de K). Si X est une variété quasi-
projective et si t: X — P est un plongement fixé de X dans un espace projectif, on
notera h(z) = h(.(z)) pour tout point z € X (K).

Polynome de Hilbert—Samuel et degré d’une variété quasi-projective. Si V est une sous
variété quasi-projective d’un produit d’espaces projectifs P = ]P’g0 X - X ]P’g"7 on note
deg V le degré de 'adhérence de Zariski V de V dans P relatif au faisceau 0p(1,...,1). On
note H(V; Xo, ..., X¢) le polynome de Hilbert-Samuel de V, et 7 (V; Xo, ..., X;) la par-
tie homogene de plus haut degré (= dim V') de H(V; Xo, ..., X;) multipliée par (dim V')!.
Les coefficients de 52 (V'; Xo, ..., X¢) sont des entiers de somme égale & 5#(V;1,...,1) =
deg V. Le polynome 5 (V; Xy, ..., X,) vérifie les propriétés suivantes (voir [20, §5.3|) :

— SiV =Vy x -+ x V; est un sous-schéma produit de PP, alors

A (Vi; Xi)

H(V;Xo,...,X,) = (dimV 'H @mi!
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— Sii€{0,...,£} et si w désigne la projection de V sur les i + 1 premiers facteurs de P,
alors pour tout (xo, ..., xs) € [1, +oo[**1,
dimV
H(n(V)izo,...,x5) < H(V;xg,... .
<d1m7r(V)) (7T( )71:0’ 7':62) = ( 3 L0, ,.’,Eg)

2. Rappels de la théorie des fibrés adéliques hermitiens

Soit K un corps de nombres. L’objectif de ce paragraphe est de rappeler quelques éléments
de la théorie des pentes des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec O, introduite par Bost
[7] dans les années 90. Nous nous appuierons sur les travaux de Gaudron, qui a généralisé
cette théorie dans un cadre adélique dans Particle [22].

2.1. Définitions

DEFINITION 2.1. Un fibré (vectoriel) adélique sur K est la donnée E = (E, || - ||v)vesy
d’un K-espace vectoriel F et, pour chaque place v de K, d’une norme || - ||, sur E®g C,
satisfaisant les conditions suivantes :

(1) il existe une base (e1,...,e,) de E sur K et une partie finie S de Xk ¢ telle que

larer + - - + anepllo = max(laily,. .., |an|v) pour toute place v € L § \ S et pour
tout vecteur (ai,...,a,) € C;
(2) pour toute place v € Y, la norme || - [, est invariante sous I'action du groupe de

Galois Gal(C,/K,) : si (s1,...,S,) désigne une base de F ®k K, sur K,, alors
llo(ar)sy + -+ colan)snlle = llarsi + ... + ansnllv

quels que soient o € Gal(C,/K,) et (a,...,a,) € C;
(3) siv € Xy, alors la norme || - ||, est ultramétrique :

s + &'|lo < max(||s]o,[|s]].) Vs, s’ € E®k C,.

DEFINITION 2.2. Un fibré adélique (E, (|| - ||g,0)vesy) est dit pur si pour toute place v
de K et tout « dans F, la norme ||z| g, appartient a |K,|,. Un fibré adélique est dit
hermitien s’il est pur et si les normes aux places archimédiennes de K sont hermitiennes.

A Dexception des paragraphes et nous considérons exclusivement des fibrés
adéliques hermitiens dans la suite. Les fibrés adéliques hermitiens sur K sont exacte-
ment les fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok au sens de Bost (voir [24, proposi-
tion 3.10]). Signalons que la notion d’« espace adélique rigide », introduite par Gaudron
et Rémond [27], généralise celle de fibré adélique hermitien pour des espace vectoriels
définis sur un sous-corps de Q.

EXEMPLE 2.3. Soit n un entier naturel non nul. On munit I’espace vectoriel K™ d’une
structure naturelle de fibré adélique hermitien en considérant la norme | - |, sur C} pour
chaque place v de K. Nous dirons dans ce cas que K™ est muni de la structure triviale
de fibré adélique. Soit E est un espace vectoriel de dimension n et soit (eg,...,e,) une
base de E. Cette base permet d’identifier £ & K", et fournit ainsi une structure de fibré
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adélique hermitien (E, (|| - [|v)vexy) & E. Pour chaque place v de Xk la norme | - |z
obtenue est donnée par

\V,(Zl, .- -7Zn) € (Cgv H2’1€1 + 4+ ZnenHv = |<Z1a H) -azn)|v-

2.2. Bases orthonormées. Soit £ = (E, (|| || gv)ves, ) un fibré adélique hermitien de
dimension r > 1.

DEFINITION 2.4. Soit v une place de K. Une base (e1,...,e.) de F @ C, est dite
orthonormée pour la norme | - ||, si |le;||gw =1 pour tout ¢ € {1,...,r} et si

||a161 + -+ arerHE,v = |(a17 ey ar)|v
pour toute famille (a;)1<i<, d’éléments de C,.
Le procédé d’orthonormalisation de Gram—Schmidt permet de construire une base
orthonormée de F ®x C,, pour toute place archimédienne v de K. Cette propriété n’est

pas vérifiée dans le cas ultramétrique. Cependant, on dispose de ’analogue asymptotique
suivant.

PROPOSITION 2.5 (|24, corollaire du lemme 3.8|). Soit v une place ultramétrique de K
et soit a € [0,1] un nombre réel. Soit L, une extension compléte de K (pour la valeur
absolue

- |v). Alors il existe une base e = (eq,...,e,) de E®g L, formée de vecteurs de
norme égale 1 et telle que

@ 1%1?<Xr |ai‘v S ||a1€1 +-t aTeTHE,v S 1I£1iaﬁxr |ai|v

pour toute famille (a;)1<i<, d’éléments de L.

Signalons que le lemme 3.8 de [24] est plus général, car il donne un résultat valable
pour un corps complet muni d’une valeur absolue ultramétrique.

2.3. Opérations sur les fibrés adéliques. Considérons deux fibrés adéliques hermi-

tiens E = (E, (| - [lg.)o)s F = (B, (Il - [ 7.)0) sur K.

Sous-fibré et quotient. Nous dirons que F est un sous-fibré adélique de E si F C E
et si la structure de fibré adélique de F' correspond & celle induite par celle de E : pour
chaque place v de K la norme || - ||z, correspond a la restriction de || ||z, & F @k C,. Si
F est un sous-fibré adélique de E, nous noterons F' C E . Dans ce cas, on peut construire
le fibré adélique E/F = (E/F,(||- | g/F,0)v), en considérant les normes quotient : si v est
une place de K et si T est un élément de (E/F) @k C,, alors

1Zll g/ po = inf{||z||g, | * € E®K Cp, T =2 mod F @k C,}.

Fibré dual. On définit le fibré adélique hermitien dual de E, noté Ev, donné par les
normes d’opérateurs

]| .0

x € (E®(Cv)\{0}}

ol ¢ est un élément de (F ® C,)V. De fagon plus générale, on peut munir le K-espace
vectoriel Homg (E, F) d’une structure de fibré adélique hermitien en considérant pour
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chaque place v de K la norme d’opérateur sur Homg (E, F') @ x C,, définie par

ol = sup{'“)(“")“ v (BEoxCy)\ {0}}-

]|,

Somme directe. On définit le fibré adélique hermitien E @ F d’espace sous-jacent E@® F
et de normes

I, Yl pero = {

pour tousz € E®C, et y € F®C,.

2 2 /2 NP
(=l + lyl%.,) si v est archimédienne,

max{||z| 5, |y[F.,} siv est ultramétrique,
: :

Produit tensoriel. L’espace vectoriel E Qg F est isomorphe & Homg (EY,F). On
pourrait donc munir F Qg F de la structure de fibré adélique induite par celle de
Homg (EY, F). Cependant, contrairement au cas de la somme directe, cette construction
ne fait pas de F ® F un fibré adélique hermitien en général (voir [22, page 43]). Pour
pallier & ce probléme, il suffit de choisir des normes convenables en les places archimé-

diennes, comme dans [24] §3.3] : soit v € Xk une place archimédienne et soient (eq, ..., e,)
et (f1,..., fm) des bases orthonormées des espaces vectoriels E®Qx C, et F®k C, respec-
tivement. On munit alors l'espace vectoriel E @ F' @k C, de 'unique norme || - || g4 Fo

rendant la base (e; ® f;)1<i<n,1<j<m Orthonormée :
V(i) € C3™, HZ Tije; ® fjHE®KF,v = [(@i5)i,jo-
i,j

En les places ultramétriques, on considére la norme || - [|[ggxro sur E Qg F Qg C,
induite par 'isomorphisme E ® F ~ Homg (EY, F). On note alors E®x F = (E®x F,
(I |E@x Fv)v) le fibré adélique obtenu, qui est hermitien.

Puissance symétrique et puissance extérieure. Si / est un entier naturel, nous
noterons S¢(E) sa puissance symétrique /-iéme de 1’espace vectoriel E. C’est un quotient
de E®¢ que l'on peut donc munir de la structure de fibré adélique induite par celle
de E®*. Nous noterons S* (E) le fibré adélique correspondant. On peut expliciter la norme
|ls¢% ., pour une place archimédienne v de K. Si (e1, ..., €;) est une base orthonormée de
E ®p C,, alors la base {e%' ---eir | i= (ij)1<j<r € N, |i| = £} de S*(E) est orthogonale
et la norme de ses éléments vérifie

N 1/2
. ) i!
et ek llsem, = ()

(voir [22, page 46]). Si £ < r = dim E, la (-iéme puissance extéricure \'E de E est
également un quotient de E®¢. Pour toute place ultramétrique v de K, on munit ’espace
vectoriel (A’ E) ®x C, de la norme quotient || - [ A¢ £, induite par || - [[gee ,. Si v est
une place archimédienne de K et si (eq,...,e,) est une base orthonormée de F @k C,
pour la norme | - ||y, on note || - |5 g, I'unique norme sur (A'E) @k C, rendant la
base {ej; A---Aej, | 1 <y <--- <ip <r} orthonormée. Remarquons que contrairement
au cas des places ultramétriques, cette norme n’est pas exactement la norme quotient
de || - || goe, (un facteur v/¢! différencie ces normes, voir [26, page 572]). Ces définitions
conférent une structure de fibré vectoriel adélique a A E, et I'on note A\°E le fibré
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adélique ainsi construit. Les fibrés vectoriels adéliques SE et /\ZE sont hermitiens. En
particulier, le déterminant det F := /\dlmE FE est muni d’une structure de fibré adélique
hermitien.

2.4. Degré d’Arakelov et hauteur. Soit E = (E, (| - ||z.v)ves,) un fibré adélique
hermitien sur K.

DEFINITION 2.6. Si E est non nul, le degré d’Arakelov de E est le nombre réel

— Q
degnE = — Z [[K : QT] log ||€1 VARERIVAN edimEHdet E,v,

VEX K
ou (ey,...,eqm ) est une K-base de E. Si E = {0}, on pose d/eTgn(E) := 0. La hauteur
h(E) de E est alors définie par h(E) := —deg, (E).

Par la formule du produit, cette définition ne dépend pas du choix de la base de FE.
La notation d/e\gn souligne le fait que le degré d’Arakelov est normalisé par le degré du
corps de nombres [K : Q).

Les énoncés suivants sont des cas particuliers des propositions 4.19, 4.22 et 4.23 de
[22].

PROPOSITION 2.7.
(1) Si F C E est un sous-fibré adélique de E, alors

hE/F) = h(E) — h(F).
(2) Si By et By sont deux sous-fibré adéliques de E, alors

h(E1 ® Es) = h(E1) + h(E3).

2.5. Hauteur d’un point et d’une application linéaire. Soit £ un fibré adélique
sur K (non nécessairement hermitien). Si K’ est une extension finie de K, alors pour
toute place v’ € g au-dessus d’une place v de K, on considére la norme || - || g, définie

de la fagon suivante. Si ¢’: K’ — C, et 0: K — C, sont des plongements associés
respectivement & v’ et v, alors pour toutes familles finies d’éléments ¢; € E, z; € K,

y; € C,, on pose
= HZ €; ®a xz yz)

HZ(ei Rk Ti) Bor Vi
i
DEFINITION 2.8. Soit K’ une extension finie de K et soit s € E ®x K’ un vecteur non
nul. La hauteur (logarithmique, absolue) de s est définie par

=(s) = LS Qv]o
he( = 3 g s el

‘E,v.

La hauteur de s sera notée plus simplement h(s) si aucune confusion n’est possible.
Par la formule du produit, h(As) = h(s) pour tout A € (K')*. Cette définition est
également invariante par extension finie de corps. Cette derniére propriété permet de
définir la hauteur de tout élément non nul de E @k Q.
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Si F est un fibré adélique sur K et si ¢: E — F est une application K-linéaire, nous
définissons la hauteur de ¢ relativement & E, F par

L [Kv Qv] o

ot |||, désigne la norme d’opérateur de 'application E®x C,, = F ®x C, induite par .
2.6. Eléments de théorie des pentes adéliques. Soit E un fibré adélique hermitien
sur K de dimension supérieure ou égale a 1.
DEFINITION 2.9. La pente d’Arakelov normalisée de E est
—  deg,E

iy (E) = 2

in(E) = GinE
LEMME 2.10 (|22, lemme 6.3]). Soit F un fibré adélique hermitien sur K et soit o: E — F
un isomorphisme de K -espaces vectoriels. On a

fin(E) < h() + [in(F).
D’aprés la proposition 5.3 de [22], I'intersection de l’ensemble

A(E) = {(dim F,deg, (F)) | F  E}

avec {(z,y) | y >t} C R? est finie pour tout nombre réel t. L’enveloppe convexe de A(E)
est délimitée par une fonction concave et affine par morceaux Pg: [0,dim E] — R. Pour
tout entier i € {1,...,dim E}, on définit la i-éme pente de E, notée i;(E), en posant

fii(E) = Pg(i) — Pgli — 1)
(voir [22], définition 5.9]). Nous allons rappeler les propriétés vérifiées par ces pentes dont

nous aurons besoin, qui sont démontrées au paragraphe 5.2 de [22].

PRrROPOSITION 2.11. On a :

dmE ~ 4 1=
(1) S () = dew, (B);
() fame(E) < < (B):
(3) m(E) = maX{Mn( )|FC E, F#{0}};
(4) pour tout i€ {1,...,dim E},
= R —v
Hi(E) = —fiaim E—it1(E ).
Dans la suite, nous noterons fimax(E) la quantité ji1(E) = max{fi,(F) | F C E,
F # {0}}, appelée pente mazimale de E.
EXEMPLE 2.12. Si E est muni d’une structure de fibré adélique triviale comme a I’exemple
alors toutes ses pentes successives fi1(E), ..., aim £(F) sont nulles. En particulier,
Lmax(F) = 0.
Dans la suite du texte, nous serons amenés a comparer la pente maximale d’un fibré
adélique hermitien avec celles de ses puissances symétriques, au moyen du résultat suivant.

PROPOSITION 2.13 ([24] proposition 3.16]). Pour tout entier £ > 1,
fimax(SE) < £(fimax(B) + 2log(dim E)).
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2.7. Un lemme de Siegel. Un lemme de Siegel est un outil récurrent dans les dé-
monstrations de transcendance. Il permet de construire un vecteur non nul s de pe-
tite « taille » dans un K-espace vectoriel F, de sorte que s soit solution d’un systéme
d’équations linéaires, voire d’un systéme d’inéquations (on parle alors de lemme de Siegel
approché). Dans le langage des fibrés adéliques, le mot « taille » désigne la hauteur de s.
Quand FE est 'espace des sections globales d’un fibré inversible (par exemple, un espace
de polynomes), ce vecteur est couramment appelé section auziliaire. De nombreuses ver-
sions sont apparues dans la littérature depuis 1’énoncé originel de Siegel en 1929 (voir par
exemple [4], [23], [25]). Dans leurs premiéres versions, les majorations de la hauteur de s
faisaient intervenir le discriminant du corps de nombres K. Il est possible de s’affranchir
de cette dépendance en construisant la section s dans Iespace E ®x Q, comme ’ont
montré Roy et Thunder [37] (voir aussi Zhang [43]); on parle alors de lemme de Siegel
absolu. Pour un historique plus complet sur ces avancées, nous renvoyons a ’article de
Gaudron [24], §4], dont le « lemme de Siegel approché absolu » que nous présentons est
issu.

Soient E1 = (E1, (|| - [|£y.0)vesk) €t B2 = (B2, (|| - || y.0)veny ) deux fibrés vectoriels
adéliques hermitiens sur K. Soit vy € X une place de K et soit Ay: £ ®x Cy, —
E; ®k Cy, une application C,,-linéaire. Etant donné un nombre réel o > 0, on considére
la norme « tordue » ||+ ||la,v, sur E1 @k C,, définie par

max{||z| g, v, || Aoz||Ey0o} S vo est finie,

(2], ., + a2l oz, )72 sinon.

Vo € E1 @k Coy,  ||Z]ayw, = {

On construit alors un nouveau fibré adélique Eo, = (E1, (||[la.w)vesy ), en posant ||+ ||o, =
Il - || 2,0 pour toute place v # vy de K. Nous pouvons alors énoncer un cas particulier du
lemme de |24, page 24].

LEMME 2.14. En conservant les notations ci-dessus, il existe un vecteur non nul x de
E®x K tel que
Ay K, :
hE (Z‘) S r.g 0 [ Vo Q'U(J]
o dmFE [K:Q)

Démonstration. L’énoncé est un cas particulier du lemme de Siegel approché de [24]
page 24|, appliqué aux fibrés adéliques E = E; et F = (Ea,(a| - ||my0)vesy,) et a
I’ensemble S des plongements associés a vg. Il est important de remarquer que l'article
[24] n’impose pas de condition de pureté dans la définition d’un fibré adélique hermitien
(en particulier, les fibrés adéliques F et E, sont hermitiens au sens de [24]). =

1 . =
log.y (2a][Aollv,) + 7 log(dim E) — fin (E).

Convention. Dans la suite du texte, un fibré adélique hermitien E sera simplement
désigné par son espace-vectoriel sous-jacent F afin de ne pas alourdir les notations.
3. Données générales

Considérons des groupes algébriques connexes commutatifs G, ...,G, sur Q et posons
G = G4 Xg Xg G,. La loi d’addition de ces groupes sera notée +. Pour tout
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i€ {1,...,n}, on note tg, I'espace tangent a 'origine de G; (qui est un Q-espace vectoriel
de dimension g; := dim G;). Considérons un corps de nombres K sur lequel les groupes
G1, ..., G, sont définis. Pour éviter toute confusion, nous noterons t¢, (K), ..., tq, (K) les
espaces tangents en 'origine des groupes Gi, ..., G, quand ils seront considérés comme
des K-espaces vectoriels. Dans la suite du texte, un sous-groupe algébrique de G sera
considéré comme défini sur Q, sauf précision supplémentaire.

Plongements projectifs. Soit i € {1,...,n}. On considére un plongement ¢;: G; —
P%i du type de ceux construits par Serre dans [39, Appendice II]. Quitte & effectuer un
changement de coordonnées, on peut supposer que ¢; envoie ’élément neutre de G; sur
(1:0:---:0). Nous noterons ¢ le plongement produit :

Gi=h1 XX Pn: Gy Xp¢ - X Gy = PRV x - x PR

Application exponentielle. Soit v une place quelconque de K et soit i € {1,...,n}.
On dispose d’une application exponentielle exp,, ; du groupe de Lie v-adique G;(C,),
définie sur un voisinage ouvert de lorigine dans t¢g, (C,) := tg,(K) ®x C, (voir [9]
Chapitre III, §4.3]). Si la place v est archimédienne, cette application se prolonge en
une fonction C,-analytique sur tout g, (C,), et définit une application surjective exp, , :
ta,(Cy) = Gi(C,). Lorsque la place v est ultramétrique, il existe un voisinage ouvert %, ;
de l'origine dans tg, (C,) tel que la restriction de exp,, ; & %, ; réalise un difféomorphisme
sur son image. Afin d’uniformiser les notations, nous noterons %, ; = tg,(C,) si v est
archimédienne Par abus de notation, on confondra souvent exp, ; avec ¢; o exp,, ;.

11 existe des fonctions ¢, 0, ..., %uvi,N;, analytiques de %, ; C t¢,(C,) dans C,, et
vérifiant :

L4 (901171}0(0)7 <o Pui N (0)) = (13 Oa ey O) 5
e les fonctions ¢, ; j, 0 < j < Nj, sont sans zéro commun sur %, ; ;
e pour tout z € %, ;,

exp, ;(2) = (Pv,i,0(2) 1 1 Pui N (2))-
Enfin, posons %, := U1 X -+ X Uy €t
eXp, = eXP, 1 X +++ X €Xp,, ,: Uy — G1(Cy) X -+ X Gp(Cy).

On confondra souvent exp,, avec ¢ o exp,,.

Choix d’une structure de fibré adélique hermitien. D’aprés [2I, page 224], il
existe un entier m € N\ {0} et des modéles lisses &; — Spec Ok [1/m] de G; pour
tout i € {1,...,n}, avec Ok[1/m] principal (voir aussi [I8, lemme 1.5.1]). On note & =
B X -+ x &,. Pour tout 7 € {1,...,n}, te, est un module projectif de type fini sur
Panneau principal €k [1/m], donc il est libre de dimension g;.

Soit i € {1,...,n}. On se donne une structure de fibré adélique hermitien sur t¢, (K),
que P'on note (t¢,(K), (|| - [[v)vesy ). On suppose que pour toute place ultramétrique v

(*) Dans ce cas I'exponentielle ne réalise pas forcément un difféomorphisme de %, ; sur son
image, contrairement au cas ultramétrique.
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de K ne divisant pas m, la norme || - ||, satisfait la condition suivante : il existe une base
(v,15---,€0,4) du Ok[l/m]-module libre tg, telle que pour tout (z1,...,z,,) € CI,

Hzlev,l +eee ngzev,gin = 112132; |Zj|1)~
<j<g:

Pour toute place v 1 m, nous pouvons considérer le Ok, -module ts, ® Ok, , et notre choix
de normes assure que tg, ® Ok, = {z € tg,(Ky) | ||#]lv < 1}. Cette propriété nous sera
utile au paragraphe Ces choix fournissent une structure de fibré adélique hermitien
sur tg(K) =tg,(K)® - ®ig, (K), que 'on note (t¢(K), (|| - [|v)vesk)-

Dans la suite, on fixe une place vy € Y. Si vy est une place ultramétrique au-dessus
d’un nombre premier pg, nous supposerons de plus que la norme || - ||, est définie de la
facon suivante. Quitte a agrandir I'entier m, il existe une base f; = (fi1,..., fi,4,) de ts,
telle que le polydisque

Di(ovrpo) = {Zlfi,l ++zg.fig € te,(Cy,) 1r<r;a<)§; |Zj|vo < T;Do}

%(pofl) = pal/(pofl). De plus, 'exponentielle exp,, ;

soit inclus dans %, ;, o0 7p, = |po]
admet un développement en série entiére a coefficients dans O, au voisinage de 0, et son
domaine de convergence strict contient le polydisque D; (0, rp,, ). Pour tout j € {0, ..., N;},
la fonction ¢y, ; ; vérifie : il existe une suite (ay,,jn)nens: dans Ok, —telle que pour tout

z=z21fi1+ ...+ 2g,fig. € Di(0,7p,), on ait

Gyg,5,n N
Do i, (2) = n%ﬁ %z“, ouz=(z1,...,2g)
Pour plus de détails sur cette construction, on pourra se référer a [2I], page 224]. Par
concaténation des bases f; des K-espaces vectoriels ¢, (K), on construit une base e =
(e1,...,e4) de tg(K). On définit alors | - ||y, comme étant 'unique norme sur t¢(C,,)
rendant la base e orthonormée. On note

D(O,770) = {mer+ -+ 24¢ € ta(Cuy) | max [350u, < 730}

Données du probléme. Dans la suite, on fixe un vecteur v = (uy,...,un) € %, =
Uy X -+ X Upym- Pour tout i € {1,...,n}, on note p; = exp, ;(u;) et on suppose
que p; € G;(K). On pose p = (p1,...,Pn) € G(K). Si vy est ultramétrique, on suppose
de plus que u € D(0,7,,). Nous notons d(-,-) la distance associée a la norme || - |, sur
tc(Cy,). On fixe un sous-espace vectoriel V de t¢(K) de codimension 1 < ¢t < g, et on
suppose que V = ty(K) est algébre de Lie d’un sous-groupe algébrique connexe H de
G défini sur K. Dans la suite, nous cherchons a minorer la distance d(u,V ®x C,,) =
inf{|lu — x|y, | * € V@K Cy, }. Pour simplifier, nous noterons cette distance d(u, V). On
fixe également une extension de la place vy & Q, et pour tout sous-groupe algébrique G’
de G, on note tg/(C,,) =t ®g Coo-

Convention sur les constantes. Dans les paragraphes [ [7] [§ et [0} on appellera con-
stante un nombre réel ne dépendant que de G, ¢, v, et de la famille de normes (|| ||»)vex k-
Dans ce texte, une constante est donc en particulier indépendante du degré du corps K,
de V, de p et de wu.
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4. Enoncés des théorémes

Dans toute la suite, on note D = [K : Q]/[Ky, : Qy,]. Pour tout ¢ € {1,...,n}, on pose
p; = 1 si G; est linéaire, et p; = 2 sinon. Nous allons obtenir des minorations légérement
différentes selon que le groupe G est une variété semi-abélienne ou non.

4.1. Cas général. Dans le cas ot la place vy est archimédienne, nous obtenons le résultat
général suivant.

THEOREME 4.1. [l existe une constante qg > 1 ayant la propriété suivante. Supposons
que la place vy est archimédienne. Soit ¢ un nombre réel supérieur a e et soit a > 1 un
nombre réel tel que

S max{D, Dh(V'),log |lu||v, }
= loge

Posons

(1 N D maxg<q h(kp;) + (ael|w; ||y, )" >gi/t

Up := (aloge)al/t x H alog e

i=1
o le maximum porte sur les entiers naturels k < a. Supposons que pour tout sous-groupe
algébrique connere G' de G tel que tg: +V @k Q # tg, on ait u ¢ te/(C,,). Alors
ug¢VegC,, et

logd(u,V) > —qgUo.

L’affirmation u ¢ V ® x C,, du théoréme est une conséquence triviale de I’hypothése
faite sur u, et l'intérét du théoréme réside dans la minoration de la distance d(u, V).
Remarquons que notre résultat améliore la minoration du théoréme 1.2 de [2I], dans

1/t ¢tait remplacé par

D D 1/t
a+  —logle+ — .
loge loge

Nous remplagons également les quantités maxy<qme h(kp;) de [2I] par maxj<q h(kp;).
Mais comme nous l'avons annoncé en introduction, l'intérét principal du théoréme [41]
est de supprimer 'hypothése faite sur le point p dans [2I] (qui rendait par exemple le
théoréme 1.2 de [21] inapplicable si p était un point de torsion). L’hypothése te +V @ Q
#ta = u ¢ te(C,,) qui subsiste dans le théoréme est courante dans les résultats
de minorations simultanées de formes linéaires de logarithmes [29, 34]. Quand V est
un hyperplan (¢ = 1), cette hypothése correspond simplement a la condition naturelle
ugVeC,y,.

Nous démontrons également un analogue ultramétrique de ce théoréme, qui généralise
le théoréme 1.3 de [2I]. Rappelons que pour tout nombre réel a, on a noté log, (a) =
logmax{1,a}.

laquelle le terme a

THEOREME 4.2. [l existe une constante qq > 1 ayant la propriété suivante. Supposons
que la place vy est finie et que ||ully, < rp,. Soit R un nombre réel dans Uintervalle
11, 7p, /||tllw [ €t soit a > 1 un nombre réel supérieur &
Dmax{1,h(V)} + log, ((logR)*)
log R '
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Posons

. D h(kps)\*/*
U, := (alogR)al/t H(l + mazlffgm( P )> ,

i=1
ot le maximum porte sur les entiers naturels k < a. Supposons que pour tout sous-groupe
algébrique connere G’ de G tel que tg: +V ®@ Q # tg, on ait u ¢ te/(C,,). Alors on a
ug Vg C,, et

logd(u,V) > —qqU; .

Dans ce théoréme intervient ’hypothése naturelle que le point u appartient au disque
de convergence de l’exponentielle. Ceci améliore le théoréme 1.3 de [21], qui imposait
la condition plus forte [[ull,, < 72, . Cette nouveauté est due a Iutilisation d’'un cas
trés particulier d’un lemme d’interpolation dii & Robba [36] (rappelé au paragraphe @

Comme dans le cas archimédien, nous remplagons les quantités

+ D 1 + D v t (kpi)
¢ log e oe\° loge ¢ Igrgl% Pi

du théoréme 1.3 de [2T] par a'/? et maxj<4 h(kp;) respectivement. Remarquons que dans
le cas ultramétrique, Phypothése tor +V @ Q # tg = u ¢ tg/(C,,) est équivalente &
celle du théoréme 1.3 de [21], car 'exponentielle vg-adique réalise un difféomorphisme de
D(0,7p,) sur son image. Ainsi, si k est un entier non nul et s’il existe un sous-groupe G’

tel que kp € G'(Q), alors on a u € tg (Cy,).

4.2. Cas semi-abélien. Dans le cas ou le groupe G est une variété semi-abélienne,
nous obtenons les deux énoncés suivants, qui sont plus précis en terme de la hauteur du
sous-espace V. Nous établissons les minorations de [2I] théorémes 1.2 et 1.3] avec des
hypotheéses plus faibles sur le vecteur u.

THEOREME 4.3. Supposons que le groupe G est semi-abélien et que la place vy est archimé-
dienne. 1l existe une constante qg > 1 ayant la propriété suivante. Soit e un nombre réel
supérieur a e et soit a > 1 un nombre réel tel que

S max{D, Dh(V),log ||u||», }
= loge

D D 1/t
Us := (aloge) <1 +— log())
log e loge

7 i i/t
X ﬁ(l " D maxy<q h(kpi) + (aef[uilv,)” )g / |
i=1

Posons

aloge

ot le mazimum porte sur les entiers naturels k < a. Supposons que pour tout sous-
groupe algébrique connerve G' de G tel que ter +V @ Q # tg, on ait u & tg(Cy,). Alors
ug Vg Cy et

logd(u, V) > —agUs.

THEOREME 4.4. Supposons que le groupe G est semi-abélien, que la place vy est finie et
que ||ully, < Tp,. Il existe une constante aqg > 1 ayant la propriété suivante. Soit R un
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nombre réel dans Uintervalle 11,7y, /||w||v,[ €t soit a > 1 un nombre réel supérieur a

Dmax{1,h(V)} + 10g+((10g9‘i)_1).

logR
Posons
D D 1t n D maxy<q h(kp;) gi/t
Us == (alogR)( 1+ —=1 1 =1 !
3= (alog )( +log9‘i Og(log%)) H( * alog R ) ’

i=1
ot le mazimum porte sur les entiers naturels k < a. Supposons que pour tout sous-
groupe algébrique connexze G' de G tel que ter +V @ Q # tg, on ait u ¢ tg(Cy,). Alors
ug¢VegC,, et

logd(u,V) > —qgUs.

4.3. Commentaires sur la démonstration. Le schéma de démonstration que nous
proposons est commun aux quatre théorémes. Comme annoncé dans l'introduction, il
combine les outils classiques issus de la méthode de Baker, approfondie par Philippon et
Waldschmidt [34) [35], avec des outils de la théorie des pentes des fibrés adéliques hermi-
tiens. En particulier, la section auxiliaire sera construite au moyen du « lemme de Siegel
approché absolu » (lemme , a la maniére de Gaudron [24]. Au lieu de considérer
un coefficient de Taylor de cette section et d’appliquer la formule du produit, nous en-
cadrerons la hauteur de 'un de ses jets, ce qui nous affranchira de la dépendance en un
choix de base de dérivation. Comme dans Particle [21], les estimations aux places ultra-
meétriques reposent sur la notion de taille de sous-schémas formels due a Bost [§]. L’énoncé
clef (théoréme qui nous permettra « d’exclure » le cas périodique en évitant le recours
a une extrapolation sur les dérivations fait I'objet du paragraphe[5] Nous l'utiliserons lors
de la construction d’un sous-groupe obstructeur (lemme, ainsi que dans ’application
d’un lemme de multiplicités ( Le paragraphe |§| regroupe les lemmes d’interpolations
que nous appliquerons au §8.8] Nous aurons alors tous les résultats intermédiaires néces-
saires pour démontrer les théorémes que nous venons d’énoncer.

Nous commencerons par les démonstrations des théorémes [£.3] et [£:4] qui concernent
le cas semi-abélien ( Nous appliquerons la méthode décrite ci-dessus en attachant un
facteur G, au groupe G : nous travaillerons avec le point (1,p) € (G, x G)(K), et nous
établirons une minoration de la distance d((1,u),tg, ® V) = d(u, V). Nous disposerons
ainsi d’une variable supplémentaire pour construire la section auxiliaire. L’influence du
facteur G, se manifeste notamment lors de ’application du lemme de multiplicités (,
ou il permet d’assouplir les contraintes que doivent vérifier les paramétres. Cet artifice
nous permettra de préciser la mesure en termes du parameétre a, et donc en termes de la
hauteur hA(V'). En contrepartie, I’ajout du facteur G, introduit un terme résiduel, appelé
« poids de la droite affine » (en suivant la terminologie de Gaudron [21]), qui sera évalué
au paragraphe [B.10] C’est ce terme qui fait apparaitre les quantités

1+D1 +D . t 1—|—D1 +D v
loge 8° loge ¢ log R o8° log R

dans les minorations des théorémes et [44]
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Dans un second temps, nous démontrerons les théorémes et (, ou G n’est
plus nécessairement semi-abélien. La preuve est ’exact analogue de celle du sans
I’ajout d’un facteur G,. Dans le cas général, 'astuce précédente se révéle inutile dans la
démonstration, car ’on ne sait pas décrire simplement les sous-groupes algébriques de
G, Xg G. Ainsi, le poids de la droite affine n’intervient pas, et c’est ce qui permet de
remplacer le terme (a—|— D _log (e—|— ge

loge lo,
démonstration commune aux quatre théorémes, cette amélioration aurait été impossible;

))l/t de [21] par a'/t. Si nous avions proposé une

par ailleurs, nous aurions été contraint de faire une I’hypothése plus forte sur le point «
dans le cas général, a savoir : pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de G, X5 G
tel que tgr + (tGa eV QK @) + tg.xa, on a (l,u) ¢ tGaXG(CUO)' Afin de limiter les
répétitions, nous renverrons réguliérement aux démonstrations du cas semi-abélien dans
la preuve du cas général. Nous porterons néanmoins une attention particuliére aux étapes
qui requiérent des modifications (choix d’un sous-groupe, lemme de multiplicités et choix
des paramétres).

5. Enoncé clef

Dans tout ce paragraphe, on fixe un groupe algébrique connexe et commutatif G sur Q.
On considére un plongement ¢ de G dans un espace projectif PY et on note deg.A le
degré relatif & ¢ d’un sous-groupe algébrique A4 de G. Soit K un corps de nombres sur
lequel G est défini. On fixe une structure de fibré adélique hermitien sur tg (vu comme un
K-espace vectoriel). Si G’ est un sous-groupe de G défini sur K, on note h(tg/) la hauteur
de tg: relativement a ce choix de structure adélique. Considérons une place archimédienne
v de K et fixons une extension de cette place & Q. Pour tout sous-groupe algébrique G’
de G (défini sur Q), on note tg(C,) = tg ®g Cyp. Soit d, une distance associée a une
norme hermitienne donnée sur tg(C,). Notons exp: tg(C,) — G(C,) 'exponentielle de
G(C,) et Qg le noyau de 'application exp (appelé réseau des périodes).

Le théoréme suivant est I'ingrédient clef qui nous permettra d’exclure le cas périodique
lors de la démonstration des théorémes du paragraphe [4] Le premier point correspond
au théoréme de l'introduction, et sera utilisé lors de la construction d’un sous-groupe
obstructeur (lemmes et . Le second point interviendra lors de l'utilisation d’un
lemme de multiplicités, aux paragraphes [8.9] et

THEOREME 5.1. Il existe une constante qg > 1 vérifiant la propriété suivante. Soit H C G
un sous-groupe algébrique connexe défini sur K et soit u € tg(C,) un vecteur tel que le

point p := exp(u) appartienne a G(Q). Soit S un entier naturel non nul.

(1) Supposons que pour tout sous-groupe algébrique connexe G' de G tel que tgr+ty # tg,
on ait u ¢ tg/(C,). Soit G' un sous-groupe algébrique connexe de G tel que tg: + tx

#tg. Si
1

d(n 1 (Co)) < g T explaman L )

alors

Vse{l,...,8}, sp¢dG'(Q).
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(2) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G' de G tel que tyy Ctg etu & tg (C,), on
a Uimplication

d, (1, tx(C,)) .

<W = Vse{l,...,5}, sp ¢ G (Q).

5.1. Enoncé complet et idée de la démonstration. Au cours de la démonstration
du théoréme 5.1} nous établirons plusieurs résultats intermédiaires d’intérét indépendant.
Nous les regroupons dans I’énoncé ci-dessous, dont le théoréme [5.1] est une conséquence
immeédiate.

THEOREME 5.2. Il existe une constante qg > 1 vérifiant la propriété suivante. Soit H C G
un sous-groupe algébrique connexe et soit u € tg(C,) un vecteur tel que le point p :=

exp(u) appartienne a G(Q). Soit S un entier naturel non nul.

(1) Supposons que pour tout sous-groupe algébrique connexe G' de G tel que tgr+ty # tg,
on ait u & tg:(C,). Alors pour tout sous-groupe algébrique connexe G' de G tel que
tg + ty # tg, on a limplication

1
dy(u,t v —
(, £2(C0)) < @S deg G’ deg H

2) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G' tel que ty C tg: et u ¢ tg/(C,), on a
g g

= Vse{l,...,S}, sp ¢ G (Q).

1 g
dv(u,tq.[((cv)) < W — Vs S {1, .. .75}7 Sp ¢ g (Q)
(3) Supposons que u ¢ t4,(C,). Si
1
dy(u, t4(Cy)) < T

alors pour tout sous-groupe algébrique connexe G' de G tel que tgr C tyy, on a
Vse{l,...,8}, sp¢dG'(Q).
(4) Il existe une constante qg > 1 vérifiant la propriété suivante. Si H est défini sur K,
les points|(1)| et restent vrais en remplacant le terme qgdeg H par
exp(qgmax{l, h(ty)}).

Si G’ est défini sur K, alors le second point reste vrai en remplacant qgdeg G’ par
explagmax{1, h(tg)}).

Les trois premiers points de ce théoréme permettent de comparer la distance entre
un vecteur u € tg(C,) et lespace tangent tg- d’un sous-groupe algébrique G’ avec son
degré deg G'. En cela, on peut considérer ces énoncés comme des variantes du théoréme
suivant, dd & Bertrand et Philippon [3].

THEOREME 5.3 (3 corollaire 2]). Il existe une constante qm > 0 telle que pour tout
sous-groupe algébrique A de G et pour toute période w € Qg \ t4(C,), on a

1
dy(w,t4(Cy)) > mdeg A’
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La démonstration du théoréme [5.2| s’appuie en partie sur le lemme suivant. Il peut
s'interpréter comme une légére généralisation du théoréme [5.3] valable pour un vecteur
de tg(C,) qui n’est pas nécessairement une période.

LEMME 5.4. Soit S un entier naturel non nul et soit u € tg(C,) un vecteur tel que le

point p := exp(u) appartienne ¢ G(Q). Alors pour tout sous-groupe algébrique A de G tel
que u ¢ t4(C,), on a
1

dy(u,t4(Cy)) < qmS deg A

Démonstration. Raisonnons par contraposée et supposons qu’il existe un entier s €

{1,...,S} tel que sp € A(Q). Alors il existe un vecteur x € t4(C,) et une période
w € Qg tels que su =z + w. On a donc

dy(m,£4(Cy)) > du(Su,gA(Cv)) _ dv(w,t;((cv)).

Puisque u ¢ t4(C,) et @ € t4(C,), on a w ¢ t4(C,). D’aprés le théoréme [5.3)

1
dv(uvt.A((Cv)) > m7

= Vse{l,...,5}, sp ¢ AQ).

ce qui démontre le lemme. =

Les points et du théoreme se déduisent facilement du lemme En effet, le
deuxiéme point est une conséquence immédiate du lemme (appliqué & A = G’) une fois
que I'on a remarqué que pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ tel que ty C tgr,
on a d,(u,tg (C,)) < dy(u,ty(C,)). Pour le troisiéme point, il suffit de remarquer que
si tgr C ty, alors G'(Q) C H(Q) et d’appliquer le lemme Le reste du paragraphe
est consacré a la démonstration des points et du théoréme Le premier repose
sur des propriétés des groupes algébriques engendrés par deux sous-groupes de G, que
nous établirons aux Nous en déduirons le point grace & des comparaisons entre
le degré d’un sous-groupe algébrique et la hauteur de son espace tangent, démontrées au
Nous terminerons par la preuve du théoréme [5.2| au

5.2. Groupe engendré par des sous-groupes algébriques. On note m : G X@Q -3
la loi de composition interne de G. Si S est un schéma sur SpecQ et si p et q sont deux
points de G(5), on notera pour simplifier m(p,q) = p + q. Soient A et B deux sous-
groupes algébriques de G. Alors A X@B est un sous-groupe algébrique de G Xg g et

f:mMX@B:AX@B—)g

est un morphisme de groupes algébriques. On note A + B = f(A Xz B). Pour tout

Spec Q-schéma S,

=]

(A+B)(S)={a+b|ac AS),beB(S)}

est un sous-groupe de G(S) par commutativité. De plus A + B est fermé d’apres [10,
proposition 2.7.1], donc c’est un sous-groupe algébrique de G.

5.2.1. Décomposition de ’espace tangent. L’objectif de ce paragraphe est de dé-
montrer le lemme suivant.

LEMME 5.5. Les Q-espaces vectoriels t g1 et t 4+ tg sont égaug.
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Démonstration. Comme A et B sont des sous-groupes algébriques de A + B, t4 + t5 est
un sous-espace vectoriel de ¢ 44 3. Remarquons que AN B est un sous-schéma en groupes

fermé de G. Pour tout schéma S sur Spec(Q), on a une suite exacte de groupes
L= (ANB)(S) % (A xg B)(S) L (A+B)(S) — 1,
ou a(g) = (g,—g) (rappelons que f((a,b)) = a +b). D’aprés [16, lemme 5.2.1(i)], on a
donc une suite exacte
0—=tans — tAx@B —tayp — 0.

De plus, on a taxgB = ta @ tp. D'aprés [38, 1I-V, §2.3)], les algébres de Lie t 4np ®gC
et (taNtp) ®g C sont égales, donc dim(tanp) = dim(t4 Ntp). On en déduit que

dimt 15 = dimty + dimtg — dim(t4 Ntg) = dim(t4 + tg),
et donctq+ig=tasn. m

5.2.2. Majoration du degré d’un groupe engendré par des sous-groupes al-
gébriques. On considére un recouvrement ouvert (U;);c; de G et des (N + 1)-uplets de
polynémes (P;(X,Y) = (P, o(X,Y),..., P, n(X,Y))ics de 'anneau Q[X, Y], homogénes
en chacune des variables X := (Xo,...,Xy) et Y := (Yo, ..., Yn) et représentant locale-

ment la loi de composition interne de G : si p, q sont des points de U;(Q), on a ainsi

d(p+a) = (Po(e(p),¢(q)) : - : Pin(6(p), #(q))).

Soit qrm > 1 un majorant des degrés de ces polynomes.
LEMME 5.6. L’inégalité suivante est vérifiée :
deg(A + B) < ¢ 9(2dim G)! deg A deg B.

Démonstration. Rappelons que f désigne la restriction de m a A o) B. On note V; :=
U; N (A~+ B) pour tout i € I. Remarquouns les fibres de f sont toutes isomorphes (en tant
que schémas sur Spec Q) car f~1(x) = mgxg(f (), (y~1,x)) pour tout couple (z,vy)
de points de A + B (rappelons que le groupe G est commutatif). Le lemme est alors
une conséquence de [3, proposition 2| une fois que l'on a remarqué que deg(A xz B) <
(2dim G)! deg Adeg B. Pour le confort du lecteur, nous reprenons les arguments de la
démonstration ici. On a 'égalité

deg(A+ B) =card((A+B)NY) (5.1)
ol Y est une sous-variété linéaire de IP’% en position générale de codimension d =
dim(A + B). Considérons des formes linéaires Ly,..., Ly définissant Y dans ]P’g . No-
tons Y’ la sous-variété de IP’% X5 ]P’g définie par les polynomes homogenes L;(P;(X,Y)),
i €1,1<j<d. Cespolyndmes sont de degré inférieur a qrn Posons Z' =Y’ N (A xgB).
D’aprés [32], proposition 3.3], on a I'inégalité

deg Z' < cﬁl:hmg deg(A xg B) < cﬁl:hmg@ dim G)! deg A deg B.

Comme Z' est la réunion de deg(A+B) fibres de f d’apreés I'égalité (5.1)), on a par ailleurs

deg Z' > deg(A+B) min degf '(z) > deg(A+ B)
ze(A+B)NY
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(voir [39, proposition 8.3]). En comparant avec la majoration de deg Z’ obtenue précédem-
ment, on obtient le résultat voulu. m

5.3. Degré d’un sous-groupe et hauteur de ’espace tangent. Etant donné un
sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K, 'objectif de ce paragraphe est de comparer
le degré deg(G') de G’ avec la hauteur h(tg:) de son espace tangent. Nous étudierons
d’abord le cas ou G est une variété abélienne ou un groupe algébrique linéaire, avant de
passer au cas général par un « dévissage » au moyen d’un théoréme de décomposition
dt a Chevalley. Dans la suite, si G’ est groupe algébrique commutatif, on note (G')° la
composante neutre de G’ (¢’est-a-dire la composante connexe contenant I’élément neutre).
On a alors tgr = t(gr)o.

5.3.1. Cas d’une variété abélienne. Soit A une variété abélienne définie sur K.
Supposons donnée une structure de fibré adélique hermitien sur le K-espace vectoriel ¢ 4
et fixons un plongement projectif de A. Pour toute sous-variété abélienne B de A, on
note deg B le degré de B associé a ce plongement. Le résultat suivant est une conséquence
de [20, lemme 4.8].

LEMME 5.7. Il existe des constantes arg, qrg et qma (ne dépendant que du choizx du plonge-
ment projectif de A et de la structure de fibré adélique hermitien de t4) telles que pour
toute sous-variété abélienne B de A, on ait

aralog(deg B) — amm < h(ts) < amlog(deg B) + amz

Démonstration. Supposons que la structure de fibré adélique hermitien sur ¢ 4 est associée
aux formes de Riemann d’un fibré en droites trés ample £ sur A comme dans [20, pages
702-703], et que le plongement projectif de A correspond au choix d’une base de sections
globales de .. D’aprés [20, lemme 4.8], pour toute sous-variété abélienne B de A, on a
dans ce cas

deg B )
_ o ) <
log(( : >') 3dim B < 2h(tp)

deg B
< 2hp(A) —I—8dimA10g((d§ngB)!) +2codimg B, (5.2)
ou hp(A) désigne la hauteur de Faltings de A, normalisée comme dans article [20]. Par
ailleurs, un nouveau nouveau choix de structure de fibré adélique sur ¢4 ne modifie h(tg)
qu’a constante prés. De méme, un changement de plongement projectif de A ne modifie

deg B qu’a constante prés (voir [3, remarque 2]). Le lemme est donc une conséquence de

Pencadrement (5.2)). m

5.3.2. Cas d’un groupe linéaire. Traitons maintenant le cas ou le groupe algébrique
est linéaire et commutatif. Nous allons d’abord nous intéresser au cas du tore £ = G},
ou n € N\ {0}. On suppose donnée une K-base (e1,...,e,) de tz, et on considére la
structure de fibré vectoriel adélique hermitien associée (voir l'exemple a la page .
Si £" un sous-groupe algébrique connexe de £, le réseau des périodes Q,/ de £ est un sous
groupe de (2i7Z)" C C™. On fixe une structure d’espace vectoriel euclidien sur Q, ®z R
et on note vol(€2z/) le volume fondamental de Q.
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LEMME 5.8. Il existe une constante qrg telle que pour tout sous-groupe algébrique conneze
L' de L défini sur K, on ait

log(vol(Q1)) — arg < h(ter) < log(vol(Qe)) + arg
Démonstration. Considérons un sous-réseau A de Z" ~ @', Ze; vérifiant
LK) = {(xl,..., ) e G (K | Hx =1V, An) eA}.
On a dans ce cas

tr = {(21,...,Zn> e K"

i)\izi = 0VY(A1,... An) € A}.
=1

Comme £’ est connexe, il est irréductible, donc A est primitif d’aprés [42] corollaire 4.5]).
On a l'égalité t,r = At ®z K, oit A est le sous-réseau de Z" défini par

At = {(zl,...,zn) ez

Zn:)\izi =0V, ) € A}.
=1

Considérons une base (wi,...,w,) du Z-module libre At. C’est une base du K-espace
vectoriel ty = At ®z K. Par définition de la hauteur, on a

K'I} v
h(tﬁl) = Z [[K g]} log||w1 A . /\wr||v
VEX K ’

=log|lwi A Awrlloo + Z log [lw1 A=+ A wrlp-

p premier

La seconde égalité est justifiée par le fait que les coordonnées des vecteurs wy,...,w.
dans la base (ey,...,e,) appartiennent a Z. Notons A la matrice de M, (Z) dont les
vecteurs colonnes sont les coordonnées des vecteurs wi,...,w, de Z™. Par la formule de
Cauchy—Binet,

[wi A= Awrlloo = |(det Ag) 4y |oo = |det PAA|M2,

ou Ao parcourt les mineurs de taille » x r de A. Par ailleurs, comme det Ay € Z pour
tout mineur Ay de taille r X r, on a

H lwr A= Awellp = H max |det Agl, = H |pged(det Ag) 4, |p-
p premier p premier p premier
La formule du produit entraine alors
|det tAA|1/?
Ipged(det Ag) a, |’

exp h(te) =

ot le pged est pris sur ’ensemble des mineurs de taille 7 x r de A. Comme L’ est connexe,
ce pged est égal & 1 d’apres [42] proposition 4.2]. Par ailleurs, on peut identifier le Z-
module Q, 4 Z" ~ @?:1 Ze; en associant a ey la période 2im du k-iéme facteur de GJ.,.
Si Qr ®z R est muni de la structure euclidienne correspondante, alors

vol(€z) = vol(AL) = |det AA|Y/2,
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et donc h(tz) = log(vol(Q2z/)). D’apres [3, lemme 1], un changement de structure eucli-
dienne sur 2, ®z R ne modifie vol(2z/) qu’a une constante prés, indépendante de £'. Le
lemme est ainsi démontré. m

LEMME 5.9. Soit L un groupe algébrique linéaire, connexe et commutatif, défini sur K.
On considere un plongement ¢ de L dans un espace projectif et on note deg(L’) le degré
d’un sous-groupe algébrique L' de L associé a ce plongement. Pour toute structure de
fibré adélique hermitien surt., il existe une constante qrg telle que pour tout sous-groupe
algébrique linéaire L' de L défini sur K, on ait

log(deg £) < h(tzr) + am
Si de plus L est un tore, on a également

h(ter) — am < log(deg £').

Démonstration. Il existe une extension finie K’ de K et des entiers naturels ¢, n tels
que Ly = L X Spec K’ soit isomorphe a (Ga,K/)Z X' (Gm,x)". La hauteur h(tz/) et
le degré deg(L’) intervenant dans le lemme étant invariants par extension de corps, on
peut supposer sans perte de généralité que K’ = K. Ainsi, il existe un sous-groupe L/
(respectivement L1 ) de (G, i)¢ (respectivement de (G, x)") tels que £’ soit isomorphe
a L X L. D’aprés [3, proposition 5 et remarque 2|, il existe une constante ¢ # 0 ne
dépendant pas de £’ telle que

% deg £/ < [£: (£)°] vol(Qe:) < cdeg £,
ou [L£': (L')°] désigne le nombre de composantes connexes de £. Comme
(L7 (LN)°] = [Lhn : (£1)°] et vol(Qer) = vol(Qy, ),
on en déduit que
%degﬁ’ <L = (L) vol(Qgr ) = vol(Qzr ye) < cdeg L',
D’aprés le lemme [5.8] il existe une constante ¢’ # 0 telle que
%VO](Q(Q“)O) <exph(te ) < vol(Qzr ye)

(car h(ter ) = h(t(cr yo)). Dans le cas ou £ est un tore, on a L' = L et le lemme
est démontré. Passons maintenant au cas général. Un changement de structure de fibré
adélique hermitien sur ¢, ne modifie la hauteur h(tz/) qu’a constante prés. On peut donc
se contenter de démontrer le lemme pour une structure particuliére et supposer que ig¢
et tgn sont orthogonaux et que ﬁmax(tGg ) =0. On a ainsi (

hite,) = —deg,(te)) >0 et hte) = hite) + hitey,) > hite,).

Finalement,
deg L' < cc’ exp h(tzr),

et le lemme est démontré. m
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5.3.3. Cas général. Soit L le sous-groupe algébrique linéaire connexe maximal de G.
D’apreés le théoréme de décomposition de Chevalley (voir [I3, théoréme 1.1]), on dispose
d’une suite exacte de groupes algébriques

1565 A1,

ou A est une variété abélienne définie sur K. Nous allons démontrer la proposition sui-
vante en appliquant les lemmes et

PROPOSITION 5.10. Il existe des constantes qrg et qry telles que pour tout sous-groupe
algébrique conneze G' de G défini sur K, on ait

log(deg G') < amah(te’) + am:
Démonstration. Supposons dans un premier temps que le plongement ¢ est construit a

partir d’un fibré en droites trés ample sur A comme expliqué dans 'appendice IT de [39].
En notant £’ le groupe algébrique linéaire G’ N L, on a une suite exacte

1-0 565 A 1,
ou A’ est un sous-groupe algébrique de A. Comme G’ est connexe, A’ est connexe, donc
c’est une sous-variété abélienne de A. D’aprés [30, théoréme 1], on a

dim G’
r_
deg G’ = <dim A’

) deg £’ deg A',
d’out

deg £/ deg A’ < deg G’ < 24m9 deg £ deg A'.
Par ailleurs, la restriction de Iisomorphisme ¢: tg/tz — t4 a tg//tes fournit un isomor-
phisme ¢|; o fter i gy /ter — t . La structure de fibré adélique hermitien de tg induit une
structure de fibré adélique hermitien sur ¢, puis sur t 4 = tg/t, par quotient. D’apreés le

lemme [2.10] page [I4] nous avons
fin(tg: [ter) < M(byug, jip,) + An(tar) < h(e) + fin(tar) = h(e) — h(tar)/dim A'.
D’aprés la proposition [2.7] de la page [I3], on a également
finltg: ter) = —h(tg /ter) /dimt 4 = (—h(tg:) + h(ter)) /dim b,
En posant ¢ = dim G max{1,h(¢)}, on a donc h(tg/) + ¢ > h(tz) + h(ta). D’apres les
lemmes [5.7] et on en déduit qu’il existe des constantes ¢’ et ¢’ ne dépendant que de
G telles que
log(deg G') < c'h(tg:) +c”,
ce qui démontre la proposition pour notre choix de ¢. Comme un changement de

choix de plongement ne modifie le degré qu’a constante prés (voir [3, remarque 2]), la
proposition est démontrée. m

5.4. Démonstration du théoréme Nous avons déja démontré les points et
du théoréme |5.2| au paragraphe Montrons le premier point. Soit G’ un sous-groupe
algébrique connexe de G tel que tg: + ty # tg. Le groupe G’ + H = m(G' xg H) (ot
m désigne la loi de G) vérifie tgryy = tgr + ty d’aprés le lemme On en déduit que
tgr4a +ty = tg + ty # tg. En appliquant 'hypothése du théoréme ag +H, on
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auétgiy(C,). Par inclusion de t4(C,) dans tg14(C,) = tg/(C,) + t(C,), on a par
ailleurs d, (u, tg 4% (Cy)) < dy(u, t%(C,)). D’aprés le lemme on a
1 1
< <
@S deg G degH ~ qmS deg(G’' + H)

pourvu que la constante qg soit suffisamment grande. En appliquant le lemme [5.4] a
A =G +H, on en déduit que sp ¢ (G’ + H)(Q) pour tout s € {1,...,5}, donc sp ¢
Gg'(Q) C (¢’ + H)(Q). Le point du théoréme |5.2| est une conséquence immeédiate des

deux premiers points et de la proposition [5.10]

dy(u,tgr 41 (Cy)) < dy(u, t4(Cy))

6. Lemmes d’interpolation

Dans la démonstration des théorémes du paragraphe [ nous aurons besoin de lemmes
d’interpolation (a l'étape d’extrapolation, . Nous utiliserons un résultat différent
selon que la place considérée est archimédienne ou ultramétrique. Dans le premier cas,
nous appliquerons un résultat classique dt a Cijsouw et Waldschmidt [12]. On pourra
consulter Particle de Bertrand [2] pour un exposé sur les lemmes d’interpolation ultra-
métriques. Dans cet article, nous ferons appel & un cas trés particulier d’'un théoréme
de Robba [36, remarque iii) page 276|. Plus précisément, nous allons montrer que les
arguments de Robba fournissent un résultat légérement plus général que celui énoncé
dans [36].

Si L est un corps valué, alors pour tout a € L et pour tout nombre réel r > 0, on note

Dp(a,r):={z€L||z—a| <71}

le disque ouvert de centre a et de rayon r.

6.1. Cas d’une place archimédienne. Le lemme d’interpolation suivant est un corol-
laire de [I2] lemme 2] (voir aussi [40, lemme 2.3] et [34] proposition 4.2]).

LEMME 6.1. Soient T1, S, des entiers strictement positifs et soient R > r > 257 des
nombres réels. Pour toute fonction f: C — C analytique dans le disque D¢ (0, R), on a

Tlsl TlSl h
2 9r AR
< <r il
| f]r _2f|R(R> +5<51> tGIINIyl?i{Sl
h<Ty

)
Vo

I (t)

ot | fl¢ == sup{|f(2)] | |2| < ¢} pour tout ¢ > 0.

Signalons que des lemmes d’interpolations plus précis ont été démontrés depuis [12]
(voir par exemple [0, proposition 2.1]). Comme nous n’expliciterons pas les constantes qui
interviendront dans le résultat final, nous nous contenterons de la version (plus simple)
présentée ci-dessus.

6.2. Cas d’une place finie. Soit L un corps valué ultramétrique localement compact
de caractéristique nulle et soit L’ une extension valuée de L. Sia € L’ et si R > 0 est
un nombre réel, nous dirons qu’une fonction f: L' — L’ est analytique sur le disque
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Dr(a,R) :={z€ L' | |a— z| < R} sipour tout z € Dy (a, R), on a le développement

©(q
1= Dy

£eN
avec o
tim |72 @ e g
{—+00 14
Soit f: L' — L’ une fonction analytique sur le disque Dy (a, R) et soit r < R. Notons
_ FOa)|
|fla(r) = I?Eal\% "

SiL désigne le complété d’une cloture algébrique de L', la fonction f s’étend naturellement
a Dz (a,r), et I'inégalité de Cauchy donne

[fla(r) = sup{|f(2)| | = € Dg(a,7)}.
En particulier, pour tout v € Dy (a,r), on a |f|.(r) = |f],(r). En suivant Robba [36]
§1.1.1], nous définissons 'entier N, (f,r) (respectivement n,(f,r)) comme le maximum
(respectivement le minimum) de l’ensemble non vide

{eeN ‘f“;!(‘” o= f|a(r)}.

La fonction log(r) — log|f|a(r), définie pour logr < logR, est continue, affine par
morceaux, et sa dérivée a droite (respectivement a gauche) au point logr est N, (f,7)
(respectivement n,(f,7)). De plus, le nombre N,(f,r) (respectivement n,(f,r)) est égal
au nombre de zéros z de f comptés avec multiplicités tels que |z —v| < p (respectivement
|z — v| < p) dans une cloture algébrique de L (voir |36, remarque page 255]).

Notons ¢ le cardinal du corps de restes et A la valeur absolue d’une uniformisante de
L (ainsi, L est de type (¢, A) au sens de [36] §2.6]). Soit 7 un nombre réel appartenant
au groupe de valuation de L et soit (u;);en € Dr(0,7)N une suite trés bien répartie dans
Dr(0,r) au sens d’Amice [I] : pour tout v € D (0,r) et pour tous entiers naturels h, k,
on a ’encadrement

h . . h—1
Lk} <card{i e N|i < h, |u; —v| <rA*} < [qk} + 1. (6.1)

THEOREME 6.2. Soit R > r et soit L' une extension valuée de L. Considérons une
fonction f: L' — L' analytique sur Dp.(0,R) = {z € L' | |2| < R}. Soient S; > 2,
Ty > 1 deux nombres entiers. On pose

§ = min{|u; — ;|| 4,7 < Si}.
Alors pour tout entier n € N et pour tout v € Dp(0,7), on a

fM )

n!

S (ug)

h!

< a0/ RS o) 67 /0) e
h<Ty,k<S:

).

Démonstration. Le théoréme correspond a la remarque iii) page 276 de [36] appliquée a
h =S, k=T, K = L. Il est important de signaler que le théoréme page 275 de [3(i]
reste valable en remplagant 'hypothése « f: K — K analytique » par « f: K — K
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analytique », ol K désigne un corps valué contenant K. En effet, ce théoréme repose
sur celui de la page 270 (qui n’impose pas d’hypothése sur K), et sur les majorations
des quantités e, (f) et ¢, . de [36, §5.4]. Le point est que ¢, , ne dépend pas de f, et
que l'on peut donc utiliser I'inégalité (5.4.10) page 275 du moment que K est localement
compact et que la suite (u;);en est trés bien répartie dans une boule de K. La majoration
de e4(f) est quant a elle inchangée si 'on considére une extension valuée du corps K.
Pour le confort du lecteur, nous allons rappeler le raisonnement de Robba.

Considérons lensemble T' := {i € N | 0 < i < S1}. En notant s entier tel que
¢ 1 < S <¢% onad=r\t Considérons le polynome P(X) = Hf:lgl(X — ;)T
pour tout 7 € I, posons P;(X) = P(X)/(X —u;) et §; = min{|u;—u;| | 0 < j < Sy, j # i}.
Sig: L' — L’ est une fonction analytique sur Dr/(0, R) et si ¢ € I, on note également

g™ (u;)

_ h
gi(g) = max{’ o J;

heN,h<T1}.

Soit v € Dr,(0,r) et soit 0 < i < Sy tel que |[v—u;| = min{|v —u;| | 0 < j < S;}. On pose
alors 6, = max{|v — u;|,d;}. L’encadrement entraine que pour tout v € D (0,r),
la quantité §, vaut & ou §/\ (voir [36 (5.4.2)]). Pour tout 0 < ¢ < Sy et pour tout
v € Dr(0,7), on pose

i = |Pilu(0,)/2i(F5).
Soit v € Dr(0,7). D’apreés [36, théoréme page 270 (appliqué a m(u;) = Ty pour tout
iel),ona

[fl(r) = |flo(r) < (r/R)** [ flo(R)  si No(f.r) > SiTh, (6.2)
710(0) < I£1,(8,) < maxier f,(f)  sinon. |
Posons "
€= max f ) 5h.
h,kEN h!
h<S1, k<Ty
Soit ¢ € I'. 11 découle immédiatement de la définition de €;(f) que
gi(f) <e si d; =9, (6.3)
gi(f) < ex~(Ti=1) g5, = 8/

Soit v € Dr(0,7). Nous allons maintenant majorer la quantité c;,. Commengons par
montrer la propriété suivante : pour tous entiers naturels m < n,

n

logy (| Pi], (rA™)) — logy (| Pil, (rA™)) = — Z N, (P;,rMN). (6.4)
Jj=m+1

En utilisant la description de N, (P;, p) et n,(P;, p) en termes de zéros de P;, on a

Ticard{0 < j < S i—v| < sip<|u;—v|,
ND(P“p) — 1 r { —] 1 | |u] V‘ — p} lp |uZ V| (65)
Trcard{0 < j < Si||u;j—v|<p}—1 sip>|u —v,
et
Ty card{0 < j < S1 | |u; —v| < p} sip <lu; —v|,
n,(P;, p) = _ ’ ) (6.6)
Ticard{0 <j < S ||uj—v|<p}—1 sip>|u;—v|.
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Pour tout p € [rA™T rA™[, on a
{0<j<S[luy—vl<pt={0<j<S|luj—v|<p}={0<j <S||u;—v] <rA"*},
et donc N, (P;, p) = n,(P;, p) = N, (P;,rA™*1). En particulier, la fonction
F: log € = log | Pif, (€)
est dérivable sur l'intervalle Jlog(rA™ 1), log(rA™)[, de dérivée constante
F'(log€) = Ny(P;,€) = Ny (P, rA™ ).
On en déduit que
(log(rA™) —log(rA™ ™)) N, (P;, rA™ 1) = F(log(rA™)) — F(log(rA™ 1)),

et donc
—log(A) N, (P;, \™T1) = log | P|,, (rA™) — log | P;|, (rA™ 1),

L’égalité (6.4) est donc démontrée dans le cas ot n = m + 1, et l'on en déduit immeé-
diatement le cas général. D’apres (6.6, on a par ailleurs n,, (P;, ;) = T1 — 1, donc

P(h)(ui)

| Pi
h!

o = sup

u; (0;) = sup
heN

On a ainsi
logy ¢;,, = log,(|P5],(0,)) —logy (ei(Fr))
= logy (|Pi[(dv)) — log (| Pilu, (6:))
= logy ([Pl (rA™)) — logy (| Pilu, (rA*)),
ou s,,8; € {s—1,s— 2} sont les entiers tels que 6, = rA* et §; = rA%. Si |v — u;| < &y,

on a |Pily,(:) = | P, (d:) et 6; = d,, donc ¢} , < 1. Supposons que [v — u;| > §; et soit
1 <o <s; <5, lentier tel que

A7 < v — | < AT
Dapres et 6.5, on a
toga (B3l (rA*)) — loga (P (A1) = Ty Z[ E 12[ .

1ogA<|Pi|ui(w—1>>—logA<|Pi|ui<MSi>>z—i(n([&q 1) -1).

Comme |v —u;| <rA°~L on a ||, (rA\°~1) = | Py, (rA°~1), et on obtient

teen 3] £ )

S

> —Si(Tl — ].)
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Par ailleurs, s; =s—1sid; =d et s;, =s—2si §; = /A On a donc

{cgﬂ, < AN — (p/5) -1 sid; =0, (6.8)
c;W < A 6E=2(Ti-1) — (r/o)n =1 =1 si g, = /N

D’apres et (6.8), pour tout i < Sy et tout v € Dr(0,7), on ac} &;(f) < (r/8)Tr—le.
En appliquant , on en déduit que pour tout entier n € N et tout v € D (0,r),
‘f(”)(V)

n!

< max{r~"[f[,(r), 6| f|,(d,)}

< max{r~"(r/R)* " flo(R), 67" (r/8)" " e},

ce qui achéve la preuve. m

Nous appliquerons le théoréme dans la situation du corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.3. Soit L un corps de nombres et soit v une place de L au-dessus d’un
nombre premier p. Soit R > 1 un nombre réel et soient Sy > 2, T1 > 1 deux nombres
entiers. Soit

f:{z€Cy||z|ls <R} —=C,
une fonction analytique. Alors pour tout v € Zy,, on a

TS5,
lf()]e < max{ (;) |flo,r,y max

h,keN
h<Ti, k<Si

aah

ol
y = ptTimDleslSi=D/logrl | f|, o = sup{|f ()|, | z € Cy, |2y < R}
Démonstration. Le corps Q, est localement compact de type (¢,\) = (p,1/p) au sens

de [36] §2.6]. Par ailleurs, la suite des entiers naturels est trés bien répartie dans Z, =
{veQ, | |v|, <1} (voir [T, §2.1 et exemple 2.3.1] et [36] §5.4]). De plus, on a

§ =min{|j — k|, | j,k €{0,...,8 — 1}, j # k} = p~les(s)/losr],

La conclusion du corollaire [6.3] est triviale si R = 1. Si R > 1, c’est une conséquence
immeédiate du théoréme appliqué an=0,r=1,L=Q,, L' =C,, et ala suite u; =1
des entiers naturels. m

7. Compléments sur ’exponentielle

Reprenons les notations du paragraphe [3] Soit v une place quelconque de K et soit
i € {1,...,n}. Rappelons que l'on a fixé des fonctions ¢, ;o,. .., ¥y, n,, analytiques de
U, Cta,(Cy) dans C,, telles que pour tout z € %, ;, on ait

exp, ;(2) = (Pv,i,0(2) : -+ 1 pui N, (2))
(voir page [16]). Nous noterons

Vot Ui 32 (90,i0(2), 0N (2) € CFFY
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et pour j € {0,...,N;},

_ Pv,i,0 Puv,i,N; .
Ovij: Ui \ 9%,11',]'({0}) Sz (4,0 : (z)7 ol 790 — (z)) e Chitl,
,i,j ,i,J

Enfin, posons
Uy =Wy XX Uyt Uy — CN1FL s Ot
D’apres [41, propriété 4.6], les anneaux

K((pv.ij/pvirdo<jsn],  0<k <N
sont stables par dérivation selon un vecteur du K-espace vectoriel tg, (K) pour tout
i €{1,...,n} et pour toute place v de K. Cette propriété nous sera utile au
Plongement et loi d’addition. Soit ¢ € {1,...,n}. Soit € %, C tg,(C,,). D’aprés
[41], propriété 4.4] (voir aussi [21} page 229]), il existe une constante qrg > 1 et une famille
de polynomes (Agf)j (X,Y))o<j<n, de 'anneau K[Xo,...,Xn,,Yo,...,Yn,] telle que :

e chacun des A;g(X,Y), 0 <j < N,, est homogéne de méme degré, inférieur & qrg, en
chacune des variables X = (Xg,...,Xn,) et Y = (Yp,...,Yn,);
e pour tout z € %,, ; au voisinage de x, on a I’égalité

expy, (2 + 2) = (AU (V0 (@), Wopi(2)) - AT (W i(@), Uy i(2)))-
De plus, cette constante qrg peut étre choisie uniforme en 'indice ¢ ainsi qu’en z par
quasi-compacité des groupes G;. Pour tout i € {1,...,n}, on note
ADX,Y) = (AL (X, Y) - AV (X, Y).

Afin d’alléger les notations, nous omettrons souvent la référence & x dans cette notation,
en écrivant AJ@ au lieu de Aiz)] s'il n’y a pas d’ambiguité.

Ordre analytique de ’exponentielle. Si vy est archimédienne, alors les fonctions
Pug,ijs 0 < J < N;, sont d’ordre analytique inférieur a p;, ot p; = 1 si G est linéaire et
pi = 2 sinon. De plus, d’aprés [41], page 75], il existe une constante qgg > 1 telle que pour
tout entier ¢ € {1,...,n} et tout vecteur z € tg,(C,, ), on ait

—aq(l + [[z]lv,)”" < log max |@yg,i,;(2)lv, < @l + [|2]v)”"
0<j<N;

Convention sur les notations. A 'exception du nous travaillerons exclusivement
avec l'exponentielle vo-adique exp,, : ta(Cy,) — G(C,,). Afin de ne pas alourdir les
notations, nous ne soulignerons plus la dépendance en la place vy dans les notations
introduites précédemment, et écrivant plus simplement %, exp, (¥;)1<i<n, etc.

8. Démonstration dans le cas semi-abélien

Nous allons commencer par démontrer les théorémes et [44] qui concernent le cas
semi-abélien. On désigne par Gq le groupe additif G, (plongé dans P}@ par z — (1:2)) et
on note W le sous-K-espace vectoriel tg,(K)®V =K @V de tgoxa(K) = K @ ta(K).
On pose eg = 1 € tg,(K) = K. L’espace vectoriel tg,xq(K) est muni d’une structure
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de fibré adélique hermitien par somme directe. Par abus de notation, nous notons encore
d(-,-) la distance associée a la norme || - ||y, sur tg,xc(Cy, ). Remarquons que d(u, V) =
d((1,u), W) et d’apres la proposition on a également h(W) = h(V). Enfin, on note
q = (1,p) € (Go x G)(K). A partir de maintenant, nous faisons I’hypothése suivante :

HypPoTHESE 1. Pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de G tel que tgr +V # tg,
onauéte(Cy).

Par abus de notation, nous avons confondu le K-espace vectoriel V avec V@ Q =ty
dans écriture tg: +V # tg. Ainsi, I'expression « tg: +V # tg » signifie « ter +V @Q #
tg ». Afin de ne pas alourdir la démonstration, nous reproduirons cet abus réguliérement
dans la suite du texte.

Cette hypothése implique en particulier que le point u n’appartient pas & V @k C,,
On suppose que le groupe G est une variété semi-abélienne. L’hypothése [1| entraine alors
que pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de G Xg G tel que tar + W # g xa,
ona (1,u) ¢ tg (Cy,). En effet, comme G est semi-abélien, tout sous-groupe G’ de Gy x G
s’écrit sous la forme G’ = Gj x G”, ou G}, est un sous-groupe algébrique de Gy et G”
est un sous-groupe algébrique de G. Si (1,u) € tg/(C,,), alors u € tgr(Cy, ), et d’aprés
I’hypothése [T} on a

ter +W =tg, ® (tgr +V) =tg, Dtg = tgyxa-

8.1. Choix d’un sous-groupe. L’objet de ce paragraphe est de choisir un sous-groupe
particulier G de Go Xg G, qui jouera un roéle fondamental dans la construction d’une
section auxiliaire (V01r les paragraphes et . Les définitions qui suivent corres-
pondent & celles de [21], §3.2]. Une nouveauté cruciale pour la suite de la démonstration
est le lemme [8:3] qui repose sur les résultats du paragraphe [5] et qui nous permettra
d’exclure le cas dit « perlodlque », ol des multiples de q appartiennent & G.

Soient Do, Dl, .. Dn7 T Cy des nombres réels strictement positifs et 0 < Sy < .S des
entiers. On suppose que T >1eton pose T = [T] Dans toute la suite, si G est un sous-
groupe algébrique de G| Xg G, on note 7’ = codimg,x¢ G’ et N = codimy (tg:NW) (ot
par abus de notation, nous avons confondu W avec W ® Q). De plus, posons $4(S) =
{0cyxc:4q,-- -, 5q}-

DEFINITION 8.1. Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de G xgG tel que ter +W #
taoxa- On définit le réel strictement positif

A = < c@ /T !
Co%(Go X GY;DO,ljl7 e ,Dn)

et on pose B(G') = A(G")" =N/ max{1, AP/

TN card (2992E Q@) yo(Gr; Dy, Dy, ..., D) ) /(=N

Comme expliqué a la page 231 de [2]], la quantité
= inf{B(G') | ter + W # tGoxG},

ou G’ varie parmi les sous-groupes algébriques connexes G’ de Gy Xg G tel que tgr +W #
tGoxG, €st un nombre réel strictement positif. En effet, si B(G') < B({0}), alors la
quantité 52 (G'; Do,D1,...,D n) est bornée, et par conséquent le degré deg G’ est borné.
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Puisque les coefficients de J2(G’; XO,Xl, ..., X,) sont des entiers naturels inférieurs
a deg G’, on en déduit que 2(G'; Dq, D1, .. ., Dy) appartient & un ensemble fini (&
DO, Dl, .. D fixés). Par conséquent ’ensemble

{B(G") | B(G') < B{0}), tar + W # tgoxa}
est fini, d’ou
r=min{B(G") | tg + W # tg,xa} > 0.
Fixons un sous-groupe algébrique connexe G de G Xg G tel que B (é) = z. Pour tout
i €{0,...,n}, on pose également DZ# =aD;, D; = [Dl#] et D} = max{1, D;}. Le résultat
suivant est le lemme 3.3 de [21], et découle facilement des définitions précédentes.

LEMME 8.2. Supposons que x < 1. Alors pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de
Gy Xg G tel que ter + W # tgyxa, Uinégalité suivante est vérifiée :

. » !
™ card<M>%(G';D#,Df, ..,D¥) > Co#(Gy x G; DY, D¥ ... D¥).
G'(Q)

N (8.1)
De plus, cette inégalité est une égalité pour G' = G.
Démonstration. Nous reprenons les arguments de [21]. Posons
N 2q(9)+G" (@ . D# D#
T)\ Card(W)%(G/, DO 7D1 geeey D#)

Co(Go x G; DY, D¥ ... D¥)

Par homogénéité de 7, on a 2" Ug = A(G')" . Si A(G’) > 1, alors Ugr > 1/2" > 1.
Si A(G') < 1, alors par définition on a B(G') = A(G")"' /" > ¢, puis Ugr > 1. On a
donc démontré Iinégalité (8.1). De plus comme z < 1onaz = A(G)T )‘)/T, douUg =1
(on = codimyy (t5 N W) et 7 = codimg, x¢ G)

Uar =

Le résultat suivant est une conséquence du théoréme 5.1 et du lemme [8:2

LEMME 8.3. Si la place vy est finie, alors

card(w> — Sl

Supposons que x < 1 et que la place vy est archimédienne. Il existe une constante qgqg > 1
telle que st

1
ComSDy(D})7 - (D) explmax{L, h(W)})’

alors il n’existe pas d’entier s € {1,...,S} tel que sq € é(@) En particulier

card(W) =S5+1.
G(Q)

Démonstration. Si la place vg est finie, 'exponentielle exp réalise un difféomorphisme
de D(0,7p,) sur son image. S’il existe s € N\ {0} tel que sq € é(@), on en déduit que
(1,u) € tz(Cyy), ce qui est absurde d’aprés l’hypothése (par construction, on a tz+W #
taoxc)- Supposons que la place vg est archimédienne. Nous allons appliquer le théoréme
a G=GoxG, H=GyxH,G = G et au point (1,u) € tgyxa(Cy,) (remarquons

d(u, V) <
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que d(u,V) = d((1,u),W)). L’hypotheése [I| correspond alors a celle du théoréme |5.1j(1)]
Par définition de G, on a t5 + W # tg,xc- De plus, d’aprés le lemme on a

5 %q(9) + G@ ~
A card(M)jf(G; D¥, D¥,....D¥) = Cox'(Gy x G; D, D¥ ..., D#).
G(Q)
D’apres [28] propriété 4.4], pour tout ¢ € {0,...,n}, Papplication partielle
x> H(Gy X Gxo, ... 10) ) H(Gixo, . .., Tn)

est croissante. Comme Dl# < 2D}, on en déduit que

™ card(W)%(é;Dg,D’l, D) < Co29H (G x G5 D, DY,..., D).

Comme 1 < D pour tout ¢ € {0,1,...,n}, on a par ailleurs
deg G = A(G;1,...,1) < A#(G; D), D}, ..., D),
et donc
deg G < Co29*'#(Go x G; Dy, D), ..., D.)
= Co29"! deg(Go x G)Dy(Dy)* - -+ (D, )7
On conclut alors avec le théoréme L]

8.2. Fibré adélique hermitien des sections auxiliaires. Soit (Py,)o<x,<D, une base
de P'espace vectoriel K[X]<p, des polynomes de degré inférieur ou égal a Dy avec Py = 1.
Notons Ng =1et P = IP’%“ X - X IP%". Pour tout ¢ € {0,...,n}, on fixe des coordonnées
homogénes (X ;)o<j<n; de PRi. Notons également D = (Dy,...,D,) et K[P] la K-
algebre multigraduée des polynémes multihomogénes en les variables (X; ;)o<i<n,0<j<N;-
Soit E l'espace des polynémes de multidegré D qui ne s’annulent pas identiquement
sur Go x G en notant Ig,xq l'idéal annulateur de Gy x G dans P, on a ainsi E =
(K[P)/Igyxc)p- Considérons I'ensemble

A= {)\ = (Ao, (Ai)1<icn) € Nx [NV ‘ Ao < Do, A = (Aij)o<ji<n, [Ail = Di}-

L’ensemble des classes de polynomes de la forme

XdchAOPX()(XOl)HH J IAeA,

1=175=0

est une famille génératrice de E. Considérons une famille de tels polynomes dont les
classes s1, ..., Sdim g forment une base de E. On définit alors un fibré adélique hermitien
(E,(|| - |zw)v) en choisissant pour chaque place v € Lk la norme || - ||, rendant cette
base orthonormée. On a ainsi i, (E) = 0. Concrétement, un élément s de E s’écrit comme
la classe d’équivalence d’un polynéme

P="pXog Py, <§°’1> I1 H X[ (8.2)
0,0

A€A i=1j=0
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On note alors

Fs=Po(¥gxV):Cyy x % — Cyy,
avec ¥q(z) = (1, z) pour tout z € C,,,. Cette application est bien définie car elle ne dépend
pas du choix d’un polynéme P représentant s. Pour toute section s € F, il existe donc une
unique famille (px)xea d’éléments de K telle que pour tout z = (20, 21, . .., 2y,) € Cyy X%,
on ait

n Ni
Fy(z) = > paP(z0) [ [] #i(z) -
AeA i=1j=0

Avec ces notations, pour toute place v de K, la norme || - || g,, satisfait

(XCnea IPa2)1/? si v est archimédienne,

maxxea |Palv sinon.

HS”E,«) = |(Pa)rerlo = {

Nous allons maintenant définir une norme particuliére en la place vg. Rappelons que
So et T'=[T] sont des entiers strictement positifs. On considére ’ensemble

Y ={(m,7) e Nx N9t | ;m < S, |7| < 2(g +1)T}.

Soit (w1,...,wy—¢) une base de V ®@x C,, formée de vecteurs de norme égale & 1. On
considére alors la base de W ®x C,, donnée par w = (eg,ws, ..., wy—¢). Considérons
la matrice A de taille card ¥ x dim E' définie par : pour tout (m,7) € Y et pour tout
ie{l,...,dimE},

1

Ao[(m, 7),i] = — DG Fy, (m, mu).
T!

i

Etant donné un nombre réel o > 0 et une place v de K, on définit la norme || - ||4,, sur
E®K Cy en posant || - |lao = || - ||£,0 81 v # vo et
Is| ) max{||s||£,v0, @[ A05|uv } si v est finie,
a,v .
T L Usli, + (@l Aos|y,)*)'/?  sinon.
Remarquons que pour toute place v € X, on a I'inégalité || - ||gv < || - [|a,0- On note hq

la hauteur (logarithmique et absolue) sur E ®x Q associée a cette famille de normes :
pour toute extension finie K’ de K et pour toute section non nulle s € E Qx K', on a

(K, - Q)
ha(s) = ———==1og [|s]|a,v-
2w

8.3. Lemme de multiplicités. L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat
suivant, qui repose sur un lemme de multiplicités di a Philippon [32] B3].

LEMME 8.4. Supposons que v < 1. Il existe une constante qug > 1 vérifiant la propriété
sutvante. Si les conditions

(a) (@@SDH(D1)% -+ (Dy,)9) "t > d(u,V);

(b) min{T, S} > Cy > qu;

(c) T > qmax{Dg/(S +1),Di,..., Dy}

sont vérifiées, alors il n'eziste pas d’élément s € E @ Q\ {0} tel que

DI Fy(m,mu) =0 V(m,7) e Nx NIt m < (g +1)S, |7| < (g + 1T. (8.3)
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Démonstration. Nous raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe une solution
s € FE®k Q\ {0} au systéme d’égalités (8.3). D’aprés le lemme de multiplicités de
Philippon [33], il existe un sous-groupe algébrique connexe G’ C Gg Xg G tel que

L
T card<w>%(a’;pg7[);, ...,DL) <29 (G x Gy D}, Dy, ..., D).
(8.4)

FEtape 1 : Montrons que tg + W # ta,xc. Par labsurde, si tgr + W = tg,xq alors
N =71 = codimg,xg G'. Comme G est une variété semi-abélienne, le groupe G’ s’écrit
G' = G x A, ou GJ, est un sous-groupe de Gg et A est un sous-groupe de G. Si Gj est
égal & G, alors l'inégalité (8.4) entraine

T < 291 deg(Go x G)max{D},...,D,}".
Si Gy = {0}, alors pour tout m € N\ {0}, on a mq = (m,mp) ¢ G' = {0} x A, donc
by "Q
card<M> =S5+1
G'(Q)
D’apres (8.4), on a alors

D), ,
T < 99+1 deg(Go x G)S 1 max{D},...,D,}" 1

Dans tous les cas, I’hypothése du lemme est contredite pourvu que la constante qoy
soit choisie suffisamment grande. On a donc bien tq + W # tg,xa-

Etape 2 : Montrons que X > 1 ou bien que pour tout m € {1,...,5}, mq ¢ G'(K).
D’aprés la premiére étape, tqr + W # tg,xa, donc d’aprés lhypothese I on a (L,u) ¢
ter(Cyy). Si N = codimy (t; N W) = 0, alors W C t(;. D’apres I'inégalité (8.4), on a

deg G’ < 29" deg(Go x G)D, (D)9 --- (D)9
D’aprés la condition on en déduit que
2971 deg(Gp x G)
@S deg G’
En appliquant le second point du théoréme au vecteur (1,u) avec G = GoxG, G’ = G,

H = Gy x H, on en déduit que pour tout 0 < m < S, mq ¢ G'(Q) (pourvu que gy soit
plus grande qu’une constante ne dépendant que de G, @, || - |4, )-

d(uv V) = d((l, U)v W)

IA

Etape 3 : Nous allons conclure en montrant que l'inégalité (8.4) contredit le lemme
Premiérement, remarquons qu’il existe ¢ € {0,...,n} tel que D; # 0. En effet, sinon tous
les D! sont égaux a 1 et I'inégalité (8.4)) entraine

’ Z "(Q

™ Card<q(s)+G(Q)> < 29" deg(Gy x G).
G'(Q)

D’aprés I'étape 2, on obtient min{7,S + 1} < 29*1deg(Gp x G), ce qui contredit la

condition Il existe donc au moins un entier i € {0,...,n} tel que D; # 0. On

considére alors les entiers 0 < ky < --- < kj, < n pour lesquels Dy, #0,1 <7 < h, et on



40 F. Ballay

note 7 la projection

h
T:GoXG%HGki.

=1

D’aprés les propriétés du polynéme 57 rappelées au paragraphe (page E[), on a

deg Gi (G, D;
H(Gox G Dy, DLy =(g+ 1) [T o< ] #(G;, D5)

D;=0 gi: D;#0 g_]'
deg(Gp x G)
(d1m7r(C§ XG <H gz)' G()XG) Dkl,...,th)
0 D;#0

< deg(Go x G) - H(m(Go X G); Dy, - - -, Di,.)

remarquons que (dim7(Gg x G))! o= € N\ {0} est un coefficient multinomial).
D;i#0 g1
On a aussi

%(F(G/);Dkl, N ,th> < %(G/;Dg, ce ’D'In)
En utilisant 'inégalité (8.4), on obtient

X Zq(5) + G'(@) 1 A (n(Go % G); Dy -+ D)
B T B L B (T om e

Puisque D; = [D¥] < D¥ pour tout i € {0, ...,n}, on obtient I'inégalité

" . D# #
T}x/ Card(w> S 2g+1 deg(Go % G) ) %(W(GO X G)?#Dklw .. ,fkh) (85)
G'(Q) H(r(G"); Dy ..., Df )

par croissance des applications partielles

xi = H(1(Go X G);Tyy oy wry, ) H(T(G); They s+ -y Thy,)

(voir [28] propriété 4.4]). On considére le groupe G” (vu comme un sous-groupe de Go x G
aprés permutation éventuelle des facteurs) défini par

@' =nc)x [] &
J#{k1,...;kn}
Le sous-groupe G” est distinct de Gy x G, car sinon 7(G’) = 7(Gy X G) et V'inégalité
(8.5)) ainsi que I'étape 2 entrainent min{7T, S + 1} < 2971 deg(Gy x G), ce qui contredit
la condition @ pourvu que qgg > 297! deg(Gp x G). Par ailleurs, on a

H(n(Go x G);Df,....Df ) (dim G")(dim7(Go x G))!  H#(Go x G; D¥ ..., D¥)

A(@);DE,...,Df ) (¢+Ddimm(@)! (G DE,...,DF)

et

e dim7(Gy x G) — dim7(G’) = codimg,x¢ G =",
e )\ = codimy (W Ntgr) < codimW(W Ntg) =X (car G C G"),
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D’aprés (8.5)), on en déduit qu’il existe une constante ¢ ne dépendant que de g telle que

1
™' card<w>%(a";pjf, ...,D#) < cdegG - #(Gy x G; DY ,...,DF).

GII(Q)
(8.6)

Pour tout i € {0,...,n}, on a par ailleurs D¥ < [D#]+1 = D;+1 < 2max{1, D;} = 2D].
D’apreés I'hypothése on a donc

T> q%zmax{D#/(S +1),D¥,..., D¥}.

Si Cp > cdeg(Go x G)deg G, on montre que tgr + W # tg,x¢ en utilisant les mémes
arguments qu’a ’étape 1. On en déduit que si la constante qzy est suffisamment grande,
I'inégalité contredit le lemme ce qui achéve la démonstration. m

8.4. Choix des paramétres. Nous allons maintenant fixer tous les paramétres in-
troduits précédemment, a l’exception de la famille de polynoémes (Px,)x,<p,; que nous
choisirons au paragraphe Rappelons que 'on a noté D = [K : Q]/[K,, : Q,,]. Dans
toute la suite, Cjy désigne un nombre réel supérieur & max{qq, gz} > 1. Si vg |po est
ultramétrique, on suppose également que Cy > e2.

8.4.1. Cas archimédien. Supposons que la place vg est archimédienne. Soit ¢ > e un
nombre réel et soit @ > 1 un nombre réel tel que
S max{D, Dh(W),log ||w||v, }
- loge

Posons alors Sy := [Cpa] et S := [CZa]. On définit également les quantités

A;i=D D+ (1 + Cael|uillo, ),  i€{l,...
T kgr(gi)i)sh(kpl)_F( +00ae||ulH’Uo) ’ ? E{ ) 7n}a

3 3
A = Dlog<e+ COD) +log(1 + eCOD>’

loge loge
S+1\""(Codo Nl e CoAi "
U :=CpSpl C C .
0 00g(e)<0050> (loge o 11;[1 0+Sologe
On pose alors
~ U
T :=
Sologe’
~ U
Di = 5 ) 1,..., s
Cody + CiSgtoge’ L€ {Leom)
50: v

" CoAp + CZloge’

Rappelons que l'on a noté T = [T], D; = [zD;] et D, = max{1,D;} pour tout i €
{0,...,n}. Les propriétés suivantes découlent facilement des définitions précédentes et
seront utilisées de facon récurrente dans la suite.

LEMME 8.5. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

(1) z<1;
(2) T>C2, T>Cy;
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(3) (So+1)/(S+1) <2/CF, S/ < 2CF;

(4) T > Comax{Dy/(S +1),D1,..., Dy}

(5) D; < Dj < D; < D;A; <U/Covze{0 };
(6) D maxy<(g+1)s h(kp;) < U/(DCy) Vi € {1 ,n};
(7) Di(1+ Se|lugllo, ) <U/Co Vie{l,...,n}.

Démonstration. Montrons le premier point. Par définition de x, on a I'implication
1 TIH1-t(S +1)
deg(Go x G) CuDyDY' -+~ D

La définition de U correspond précisément & A({0})! = (C{deg(Go x G))~t < 1, ce qui
démontre Les points suivants sont des conséquences immédiates des définitions et de

AN <1 = < 1.

I'inégalité z < 1. m

8.4.2. Cas ultramétrique. Supposons que la place vy est ultramétrique. Soit R un
nombre réel dans Uintervalle |1, 7,, /||ullv, [ et soit a > 1 tel que

alog® > Dmax{1,h(W)} + log, ((log:®) ).
Posons Sy := [Cpa] et S := [Cia]. On définit également

A; =D h(kp; e {1,...,n},
oD P d e thn)

CsD RCoD
Ag = D1 ! log | 1
0 og<e+logm>+og( + logi)‘{>’

S+1 1/t C()Ao 2 yrn 2 COAz 9ift
= 1 97 )
U := CySo og‘ﬁ(CoSO) <1ogm+00> H(Cﬁsologm)

On pose alors

. U
T
So log R’
~ U
D; = s e {1,...,n},
CoA; + C2SplogR’ " { n}
5022 v

C()AO + Cg log%'

Rappelons que 'on a noté T = [T], D; = [zD;] et D} = max{1,D;} pour tout i €
{0,...,n}. Comme dans le cas archimédien, énumérons quelques propriétés utiles satis-
faites par ces paramétres.

LEMME 8.6. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

2) T >C2,T> Cy;

) (So+1)/(S+1)<2/C3, S/So < 2C3;

) T'> Comax{D}/(S +1), D},...,D"};

5) D; < Dj < D; < DiA; <U/Co Vi € {0,...,n};

6) D; MaXg<(g+1)8 h(kp;) <U/(DCy) Vi € {1,...,n};
) SplogR > log Sp.



Indépendance linéaire de logarithmes 43

Démonstration. Le premier point se démontre comme dans le cas archimédien, et les
points [(2)] & [(6)] découlent immédiatement des définitions. Montrons (7). Si logR >

1/4/Cy, on a

SO log% > [Coa]/\/ CO > 4/ CoCl > Coa > IOg(OoCl) > log SO
(I'avant-derniére inégalité découle de la croissance de z + +/x/logz sur [e?, +o00]). Sup-
posons que logR < 1/4/Cp. On doit montrer que f(Sy) > 1/log®R, ou f(z) = x/logx
pour z > 1. La fonction f est croissante sur [e,+o00[. Or Sy > Cplog(1/logR)/logR, et
I'on en déduit que

£(S0) > Co log(1/log R) y 1
0= log R loglog(1/log R) 4 log(1/log R) + log Cy
S Co log(1/logR) 1 Co 1

X = > . .
log R 4log(1/logR)  4logR ~ logR
8.4.3. Hypothése centrale et organisation de la suite du texte. Nous allons
raisonner par l'absurde afin de démontrer une minoration de la distance d(u, V). Dans
toute la suite, on fait I’hypothése suivante.

HYPOTHESE 2. La distance d(u, V') est inférieure a exp(—2v/CoU).

En particulier, les conclusions des lemmes et sont satisfaites. Dans toute la
suite du paragraphe 8, on pose

a:=exp(U(g+1++/Cp)).
Au paragraphe [B:5] nous allons majorer le rang et la norme d’opérateur de la matrice Aj.
Cela nous permettra d’appliquer le lemme (page|15]) pour construire une section non
nulle s € F ®k Q de « petite » hauteur h,(s) (§8.6). Nous construirons ensuite un jet
de cette section. La suite de la preuve est consacrée a ’encadrement de la hauteur de ce

jet, et aboutit & une contradiction. Nous en déduirons que I’hypothése [2| est absurde, ce
qui démontrera les théorémes [4.3] et

8.5. Etude de la matrice Aj. L’objet de ce paragraphe est de majorer le rang et la
norme d’opérateur de la matrice Ay.

8.5.1. Majoration du rang. Le rangrg .4, de la matrice Ag est égal au rang du systéme

V(m,T)€ Y, D Fs(m,mu)=0

en les inconnues p; définies par s = Z?:TEszl On note A = codimy, (W N ts). Les

arguments de la démonstration du lemme 6.7 de [35] montrent que ce rang est inférieur
a celui du systéme

Y(m,7) eNx N 0<m < S, || <2(g+1)T, DI Pimq+G)=0
ot w' désigne une base d’un supplémentaire de (W ®x Q) N tg dans W @ Q si 2> 1
(voir aussi la démonstration du lemme 6.1 de [I4]), et ou les inconnues du systéme sont

les coordonnées des polyndomes P € K[P]p (dans une base quelconque de K[P]p). On en
déduit que

rg Ag < card{t € N | 7] <2(¢g+ 1T} card(W) dim (Q[P]/15)2p,
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ou Iz désigne I'idéal des polynomes identiquement nuls sur G. D’aprés un théoréeme de
Chardin [II] (que l'on applique & un plongement de P dans un espace projectif, a la
maniére de [35], page 306]), il existe une constante qgg > 1 telle que

dim (Q[P}/Ig)20 < qmt’(G; Dy, ..., Dy).
Rappelons que pour tout i € {0,...,n}, 'application partielle
T %”(é;xo,...,xn)/%(Go X G0, . .., Tn)
est décroissante (voir par exemple [28] propriété 4.4]). En remarquant que DZ# < 2Dj et
en appliquant le lemme on obtient

2q(S0) + G(@Q)

re A < (2(g + 1)) card )7#(G:Dp.... )

G
card( a(50)+G(@) )
G
< (2(g +1))'2* Coam kG H(Gox GiDy D). (8T)
card( G(Q) )
Par ailleurs, pour tout ¢ € {1,...,n}, on a

lim (G, 0)/dim (K[PN]/Ic,)e = g:!.
{—+o00

On en déduit qu’il existe une constante qgg telle que pour tout i € {1,...,n} et tout
l e N,
H(Gy,max{1,£})/g;! < qgdim (K[PY)/1g,)s.
On a ainsi
G;, D;
H(Go x G;D{,...,D) = (g+1) 'DOH(Q)
=1 v

< (g + DD [ [ dim (K[PY]/I,)p, = qgg(g + 1)! dim E.

i=1

D’apres l'inégalité , on en déduit qu’il existe une constante qgg telle que

Sq(S0)+G (@)
rgdo _ o card (Z7F 5 )
dimE = card(iz‘*(@té(@)) .

G(Q

En appliquant le lemme [823] on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 8.7. Il existe une constante qoy telle que
rg Ag So+1 2
- < qCo < )
dim F S+1 Co
8.5.2. Majoration de la norme d’opérateur de .4y. Nous allons maintenant majorer
la quantité ||.Ag||,,, définie par

1 Aollvy = sup{|Aoslvo/lIs]l 2o | 5 € (B @K Cuy) \ {0}}-

La majoration que nous allons démontrer repose sur les deux lemmes qui suivent. Soit
(v1,...,v9—¢) une base de V ®g C,, telle que |lv;||,, < 1 pour tout i € {1,...,9—t}. On

cons1dere la base v de W @k C,, donnée par v = (eq, v1,...,Vg—¢).
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LEMME 88. Soit 7 = (70,7T1,...,7Tg—t) € N9TI7F et s0it s € E Q@ Cy,. Si € =

(eo,€7,...,€ey) est une base orthonormée de tgyxc(Cy,), alors pour tout z € Cyy X %,

1 T
Exde

. 1
< CI‘Ell max{‘|Dg,Fs(z) o e N oy =1, o] = |T|}7
o!

Vo Vo

ol = g% — 1 si vy est archimédienne et g = 1 sinon.

Démonstration. La base € identifie I'espace tg,x(Cy,) & C4F'. Pour tout i € {1,...,
g —t}, on note (x; j)1<;<g les coordonnées de v; dans la base €’ :

g
_ /
V; = Zi,j ej .
=1
Notons également

T ={0 = (0sj)1cicg-t1<j<g €N [VI<i<g—t, 001+ + 01 = |7[}.

On a ainsi
1 - 1 a T0 ,9—t 1 g 8 Ti
gDst(z) - (To' (zo) <21:[1 w(; x”(%) >F5>(z)
E D)
oeT M<i<g—t aij! ) \ 10! \ 920
1<j<g
g 8 o1kt +0g—t,k
X Y Pl
=2 (Hxaj) x (ﬁ (o2, Jr""Lo’gt,fc)!>
GET iy " i onklogi!

1 9 ) 1 9 o1t tog_te
X — | — X — Fy(z).
Tol(aZ(]) (0175+~“+09_t7g)!(82:g) ( )

Par hypothese, |z; |, < 1 pour tous 4,j. Pour tout k € {1,...,g — t}, le coefficient
multinomial

o~
Il Q
-

(o1 + -+ 0og-tk)!

Ul,k! : "Ug—t,k!

est un entier naturel, ce qui démontre le lemme si la place vy est finie. Dans le cas
archimédien, il suffit de remarquer que

SO @t T (g 1))

o1kl ot k!
oeT k=1 Lk gtk

LEMME 8.9. Soit T = (70, T1, ..., Tg—t) € N9 et s0it s € E®k C,,. Sivg est archimé-
dienne, alors pour tout z € Cyy X CJL x -+ x CIr ~tg,xc(Cy,), on a
(70)
Ao

z
o (z0)

< (¢* = DDy [T exp(amDi(1 + [1zillv,)**) max

A<D
vo i1 oS Do

1 T
;DVFS(Z)

181l 2,00
Vo
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ou z; désigne la projection de z sur CJi et qzg> 1 est une constante. Si vo est une place
finie, alors pour tout z € C,, x D(0,7p,),

P(To)
Lp7R()| < max |22 ()| sl
TV s UO_)\OSDO To! 0 o o

Démonstration. On considére ’ensemble
n
A= {)\ = (Ai)o<i<n € N x l_INN’;Jrl ‘ Ao < Do, Ai = (Nij)o<j<ng, [Nl = Di}~

Soit s € E @k C,,. Il existe une unique famille (px)aca € (Cy, )44 telle que pour tout
z € Cyy X %, on ait

n N;
=> " paPy (20) [[ [] &% (21)
AEA 1=175=0

et ||s]|Evo = |(PA)A]ve- Pour tout A € A, on note

H gol et Fs, = Py, H\I/)‘
=1

Supposons que la place vg est archimédienne. Soit €’ une base orthonormée de g, xG(Cy,)
obtenue par concaténation de bases des espaces vectoriels ¢, (Cy,), 0 <4 < n. La base
e’ permet d’identifier tg,xc(Cy,) & Cyy x CIL x --- x Cn. D’aprés le lemme on a

1
—DUF(2)| < (> — )17 max
7!

v |a'0\i\7_‘r| e o! vo
1
< (¢ = ) sl card A max |DZ (2 (5.8)
au 70 vo
AEA

Le cardinal de A est inférieur & Dy(D})™M -+ (D})N. Soit A € A et 0 € N9*1=¢ On a

1 oF _ P)\(J . & 1 0 T il Nik
o1 Pebu ) = o I I (507 ) ) et )

7j=1 k=0

Soit £ € {1,...,n}. Pour @ = (61,...,0,,) € [0,27]9, on note zg = (e%1, ... e") € CY.
D’aprés 'inégalité de Cauchy, on a

ge 1 a
H (82:@,3) H@A“

j=1 o5

< sup AL};’“ (z¢ + 20)

vo 0€[0,27]9¢

Vo

< sup |k (2ze + 29)|3f

)

< exp(qmDe(1 + [[2ellop + [lz6]lve)*)

< exp(eDe(1 + [|zellve )™,
ol ¢ > 1 est une constante. On en déduit la majoration voulue si vy est archimédienne
en posant qugg = ¢ + N;. Supposons maintenant que la place vy est finie et soit z €
Cyy X D(0,7p,). On a dans ce cas
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1
< ” HE vo ‘H‘I |X‘ 7D(eo,e)F (Z)
vo

E

)
Vo

1 T
L0TR

ol la base e a été définie & la page[I7} Par choix de la base e, on connait un développement
en série entiére a coefficients dans O, de [T, > pour tout A € A, convergeant sur
D(0,7p,) : pour tout X € A, il existe (an,x)nens € ﬁ’}\é‘io tel que

an X\
Fs, (z) = Py, (20) Z ;' z',  Vz = (20,21) € Cy, x D(0,7p,).
neNy ’
On en déduit que pour tout (zq,2z1) € Cy, xD(0, 1y, ) et tout o= (09, 01)=(00,01,...,04)
€ N9+! on a
(00)
1 __, P)\O An, X\ n—o
ap(eo,e)FSA(zmzl) = 0! (20) Z m T
n

ot n parcourt I'ensemble {(ni,...,ny) € N9 | n; > o; V1 < j < g}. La majoration

‘ | < |n!|,, pour tout n € N9 entraine alors

1
‘D(eo,e)FS ( )

Vo

ce qui démontre le lemme. =

Nous pouvons maintenant énoncer la majoration de ||.Agll,, dont nous aurons besoin
par la suite.

PROPOSITION 8.10. Si vy est une place archimédienne, il existe une constante qug > 1
telle que

(h)
Py

U
Ao lv, < exp(qzca;) max

Ao <Dog
meN, m<Sy
h<2(g+1)T

Si la place vy est ultramétrique, alors
P(}L)

A
[ollop < yuais | =2 ()
meN, m<Sy
h<2(g+1)T

Démonstration. Supposons que la place vy est archimédienne. D’aprés la définition de
[ Aol €t le lemme[8.9] (et par une majoration grossiére de card Y), il existe une constante
c telle que

2_ " . 2\
ol < Soe'e" =07 Df [T explagaDi(1 + Solfusllg ) max | e (m)
i=1 meN, m<Sy ' vo
h<2(g+1)T

Par ailleurs, le lemme entraine les inégalités

Sp < €% < UIT < eVl py Hexp Y(1+ Soluilg)7i) < edHna@mU/Co
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et on a
A DT < oxp(4(g? — 1)U/[Coa)) < exp(8(g® — 1)U/Cy).

On en déduit que
)
L (m)

b

cU
[Aolvy < exp(co> max

meN, m<Sy
h<2(g+1)T

ott ¢ = 2+8(g? —1)+nqgy. Si la place vy est finie, le lemme est une conséquence immeédiate
de la définition de ||Aglly, et du lemme "

8.6. Construction d’une section auxiliaire. Les majorations du paragraphe [8.5vont
nous permettre de construire un élément non nul de F ®x Q de «petite » hauteur en
appliquant le lemme de Siegel approché du paragraphe [2}

PROPOSITION 8.11. Il existe une constante qu et une section s € E @y Q\ {0} telle que

p
29 Ao
< .
ha($) SN (U+ )\Iglgago log‘ X (m) ) >
meN, m<Sy 0
h<2(g+1)T

Démonstration. D’aprés le lemme (page [L15]), il existe une section non nulle s €
E ®k Q telle que

K’Ug :Q’Uo] X rgAO
[K : Q) dim £

1 . ~
hals) < | (log.. (20| Aollu) +  log(dim B) ~ fu(E).  (8.9)
Avec notre choix de normes (|| - ||g,0)vesk, 1la pente [, (E) est nulle. De plus, dim E <
D{(Dy)9r - -+ (D),)9. D’aprés les lemmes et on a aussi

U <g+1x U.
DCy — 2 DCy

1 1 " 1
3 log(dim E) < 3 (log D{ + ;gi log D;) <9 ;_ log
Par ailleurs, on a loga = (v/Cop+ g+ 1)U. D’apreés les propositions et I'inégalité

entraine

2qzm gV Py
< e 0
ha(s) < DCy ((\/Co +2(g+ 1)U + Co + \nax. log x (m) )
meN, m<Sy 0
h<2(g+1)T

ce qui implique la conclusion de la proposition. =

REMARQUE 8.12. Le choix de la structure de fibré adélique hermitien sur E intervient
dans 'inégalité (ou apparait la pente [i,(FE)), mais aussi dans les paragraphes sui-
vants, ol nous devons estimer la hauteur d’un jet. Il s’avére que dans notre démonstration,
un choix différent de structure de fibré adélique hermitien sur E ne modifie pas la mi-
noration finale obtenue, a constante prés. Comme nous n’expliciterons pas les constantes
intervenant dans les théorémes du paragraphe [4 nous avons défini les normes de fagon a
simplifier les calculs ultérieurs au maximum.
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8.7. Construction d’un jet et premiéres estimations. Considérons un élément non
nul s € F @ Q dont la hauteur h,(s) vérifie la majoration de la proposition Soit
(m,£) € N x N le couple minimal (pour l'ordre lexicographique) pour lequel il existe un
élément T de N9T1=1 tel que |1| = £ et DL Fy(m, mu) # 0. D’aprés le lemme on a
m<(g+1)Setl<(g+1)T. Soit K’ une extension finie de K telle que s € E @ K'.

Pour tout 7 € {1,...,n}, on choisit un entier ; € {0, ..., N;} vérifiant

|i,e; (Mi)] vy = 02]1%}1{\/ 3,5 (M) v, -
En particulier, on a ¢; ¢, (mu;) # 0. Soit (b1, ...,by—;) une K-base de V; on considére la
base b de W donnée par b = (by = e, b1, ...,by,—;). Dans ces conditions, on dispose du

résultat suivant :

LEMME 8.13 (|21} lemme 4.10]). Pour tout T € N9T1=t tel que |7| = ¢, le coefficient de
Taylor « tordu »

H Pi,es (mul) b ;DbFS (ma mu)

appartient a K'.

Démonstration. Nous reprenons les arguments de [2I]. Soit (pa)aea une famille d’élé-

ments de K’ telle que
Fo= % paPy H #ij

€A
et notons () le polynéme défini par
To)
Q(Xlw-w ZPA AO HA(Z) 'le(muz) XZ)A.'
A€EA =1

Par la formule de Leibniz et la définition de ¢, on a

)

i F,
[T . ()= 2D, ) = Db( (m + 20, mu + 2) )
- (z0,2)=(0,0)

Hi 1 Pies (mu; + z;) P

ot z; désigne la projection de z € tg(C,,) sur tg, (C,, ). Par définition et par homogénéité
des polynoémes Ay), on a

)\..
Fs(m + zg,mu+ z i i
- ( 0 ) — ZPAP)\O(m+ZO)H< SD J (muz +Zl))

[[im1 @i, (mui + 2;) P e i \Pici
AW (W (), Uy (2)) \
= ZpAP)\U(m—FZo)H( ii) )
AEA i,j A \Ijz(mui)v \Ilz(zz))

Il

el

>

=

3

+

&
sz
—
e
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=" paPy,(m+ ) HA( ey (mag), Uy (z;)) s
AEA
1

" T AT (O () ()P
En dérivant par rapport a zg, on a
Dy [ Fs(m + 20, mu + z)
(o)

_ Fo(2)
w=0 [Ty A8 (O, (mus), Wi(z:)) P
ol Fg = Q o ¥. En particulier, la dérivée DZ F(0) est nulle pour tout |o| < ¢ — 795. On
déduit alors de la formule de Leibniz 1’égalité

TQ!

H%‘,si (mu;) D‘;DbFs(m,mu)

1 Dyt Dy
= n (3) D. 1| L. . | FQ(O) (810)
[T, A/ (O4e,(muy), (1:0:---:0))Pe 71 Tg—t:

Rappelons que les polynomes A() sont & coefficients dans K et que ©; ., (mu;) € K pour
tout ¢ € {1,...,n}. Ainsi,

Ig =

HAI) ies (M), \IJ,)A
A€A

est un élément de 'anneau K'[(¢; j)1<i<n,0<j<n;|. Comme

U;(0) = (¢i,0(0), ..., ¢in,(0) = (1,0,...,0)

et que 'anneau K[(; ;/©i0)1<i<n,0<j<n;] est stable par dérivation, le membre de droite
de (8.10) est clairement un élément de K’. Le lemme est donc démontré. m

On note bY la base duale de b. On considére alors I’élément 7 du produit symétrique
SYWY) @k K' défini par

a 1
T=> [l#ie(mu)=" =DFFo(m, mu)(bY)".
TeNIHITi=1 T
|7|=¢

LEMME 8.14. Le vecteur J € S*(WY) @k K’ ne dépend pas du choiz de la base b.

Démonstration. Soient by et by deux bases de W et soit € W. Pour tout A € C,, tel
que le vecteur (m, mu) + Az de tg,xcq(Cy,) appartienne a C,, X %, on a

1
Fs((m, mu) + Az) Z Z ;DglFs(m7mu)(bY)T()\x)
kEN renoti—t

II=k
1 T VT k
=3 (X D5 Almmu(b)) (@)
kEN Npengti-t 7

I7|=k
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De méme, on a

Fo((m,mu) + A\z) = Z( Z 7%!D{;Fs(m,77"Lu)(b;/)"'(gc))/\k.
keN Te‘ﬁf;;ft

On en déduit que pour tout x € W et tout k € N,
1 T T 1 T T
> —1 Db, Fs(m,mu) (b)) (z) = > — Db, Fs(m,mu) (b3)7 (z),

TENITL-E ) reN9tLI—t
||=Fk ||=Fk

et donc

1 T T 1 T T
S LDL Elmom)(bY)T =Y L DEF(m ) (b)"
g+1—t g+1-—t
T =k T =k

ce qui démontre le lemme. =
On munit S*(W") de la structure de fibré adélique quotient de celle de (W")®* induite

par celle de W (voir le paragraphe[2.3). Concrétement, si b est une base orthonormée de
W ®p C, pour une place v de K’, alors

& _p. 1 .
1712 = Z o H@i,si(mui) Dz;DbFs(m»mu)
|7)=¢ " li=1 ’

2

v

si v est archimédienne et

|7, = max

n
_p, 1
T|=£ H(‘Oi’gz‘ (mul) Dl;,Dng(mamu)
=1 :

v
sinon. Remarquons 7!/¢! < 1 pour tout 7 € N9~**1 tel que |7| = ¢ (car £!/7! € N\ {0}
est un coefficient multinomial).

L’objectif de la suite du texte est d’obtenir un encadrement suffisamment fin de la
hauteur de J afin d’aboutir & une contradiction. La négation de I’hypothése [2| fournira
alors une minoration de la distance d(u, V) (sous 'hypothése . Pour les places v € X,
v 1 v, on a une majoration de || J||, donnée par les résultats de [2I] paragraphes 4.2
et 4.3], que nous allons rappeler maintenant. Nous obtiendrons une majoration de la
quantité

K' :Q,
> Mlog”j“. (8.11)
UEEK/ :
vtvg

8.7.1. Estimations ultramétriques. Rappelons que nous avons a défini un modéle
lisse & — Spec Ok[1/m] de G au paragraphe [3| Si v est une place finie de K’ ne di-
visant pas m, on note @U (respectivement ﬁv) le complété formel & l'origine du schéma
& x Spec Ok (respectivement du schéma H x x Spec K, ). De cette fagon, H, est un sous-
schéma formel lisse du schéma formel G K = QAﬁv@ Spec K!. On note alors Rg’y(fIv)
la taille de ﬁv relativement au modéle (’A5U de G K7, comme définie par Bost [8, para-
graphe 3.1] (voir aussi [2I] page 243]). On démontre alors la proposition suivante, qui est
un cas particulier de la proposition 4.11 de [21].
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PROPOSITION 8.15. Soit v € X/ une place finie ne divisant pas m. Alors

n o amDi P(h)
Pi,j Ao
1Tl < llsllzw| ] ] max, | === (mu:) max (m)
- L 0SNi | @i e, v Mo<Do| h! v
i=1 ’ h<¢
X Re o (Hy) ™ [T 1AL (1, (mus), (1: 05 0))[ 7.

i=1

St v € YN divise m, alors la méme majoration reste vraie en remplagant R@VU(Hv)fz

par qgﬁDl"'"""D”, pour une certaine constante qgy > 1.
Démonstration. Soit T = (19, ...,74—t) € N9~ tel que |7| = £. Considérons a nouveau le
polynéme
plmo) n ‘
Q(le cee vXn) = Z D 7)'\00' (m) H A(l)(@iﬁi (mul)v Xi)Aia
AeA i=1

ot (pa)aca est une famille d’éléments de K’ telle que
Fs = ZPAPAO H@;\J]
€A i,j
Au cours de la démonstration du lemme [8.13] nous avons établi les égalités
Dy [ Fs(m + 20, mu + 2) B Fy(z)
(Hilwﬁwmu+zn&>zﬁﬂIﬂgfgkemxmmmwxa»&
ot Fg =QoV¥,, et

7'0! ’

. 1

[T ¢:.c: (mus) =P = DF F(m, mu)
T:

=1

1 Dy Dy
== ' ~Fo0).  (812)
Hilzl AEi (®i7€i (mui)7 (1 UM O))Dl T Tg—te
Soit v une place finie de K’ et soit ¢ € {1,...,n}. Les anneaux

K[(#v,i,j/Pvi0)o<i<nls  Kl(Pug.ij/Pvo.i0)o<i<n]

sont stables par dérivation selon un vecteur de tg, (K), et

(SOU,’L',Oa e 7(1011,i,Ni)(0) = (Sovo,i,(); ey Sovo,i,Ni)(O) = (17 07 ey 0)

En appliquant les formules de dérivations de fonctions composées de plusieurs variables,
on en déduit que

Dt Dg';;‘ Fo(0) =Dy - .DZ;:: F.,(0)

pour tout o € N9~* ou F, = Qo ¥, (rappelons que Fp = Q o ¥, ). En particulier les
dérivées Dy - - ~DZ;’:: Fg.,(0) sont nulles pour tout o € N9~ * tel que |o| < £ —79. On en
déduit que Fg ,, satisfait les hypothéses du corollaire 4.5 de [21] (qui est une conséquence
du lemme 3.3 de [8]) pour toute place finie v ne divisant pas m. D’aprés le lemme
on peut supposer sans perte de généralité que tous les vecteurs de la base b sont de
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norme || - ||, égale & 1. Le corollaire 4.5 de [2I] implique alors @ que la valeur absolue
v-adique de
Dgll .. .DTe-t Dgll ...DTet

byt byt
Fq(0) =

- Fo (0
Tl!"'Tgft! Tl!"'Tg—t! Qﬂ)( )

est majorée par ]-E@,U(f[v)‘Z maxy |gxlv, ot (ga)x est la famille de coordonnées de @ dans
la base (X .- XM )y (X parcourt I'ensemble des (A, ..., An) € NV x ... x NN» tels
que |\;| < qm@D; pour tout 7). La premiére partie de la proposition découle alors d’une
estimation immédiate des coefficients (gx)x de @, de 1’égalité (8 et du fait que

1
1Tl < max H%a mu;)” ’;DgFS(m,mu)

v

Le cas ou v|m est une consequence de Tégalité (8.12) et d’une estimation directe des

T1'~~D g—t

Db .
i Fo(0). m

valeurs absolues des dérivées —

8.7.2. Estimations archimédiennes. Dans le cas archimédien, on a ’estimation suiv-
ante, qui correspond a la proposition 4.13 de [21].

PROPOSITION 8.16. Il existe une constante qzm > 1 telle que pour toute place archimé-

dienne v € X, on ait
qmDi P(h)
max
Ao<Do
h<t

o),

n
e+logD0+D1+ +Dp Pi,j .
171 < Is ||E,v( . \@ (ms)
:1 Ea

v

n

x [T1A9(O4c, (muy), (1:0: - 0))[; P

i=1
Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la seconde partie de la propo-
sition 815} en remarquant que pour toute place archimédienne v € X/, on a

P(TU) )
S (m)| < s [ (i)l Veard A
Ao<Dog
A€A v h<t v
"
N N,\1/2
< nax |- (m) (DY DYN - (DN )12,
h<t

et

7]l € card{r € N#*170 || = ¢} max

v

n
1

H(pi@i (mui)_Di—'D F(m, mu)
7!

i=1

H Pi,ei (mu;) =P D s(m, mu)

v

8.7.3. Estimation globale. Nous allons maintenant appliquer les propositions [8.15] et
R.16| pour obtenir une estimation portant sur toutes les places de K’ ne divisant pas vg.

(') Clest ici qu'intervient I'hypothése te ® Ok, = {z € ta(Ky) | ||2]ls < 1} faite sur les
normes || - ||, pour v {m (voir |21} page 243]).
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La démonstration nécessite une minoration des tailles de sous-schémas formels Re ., (fIv)
due & Gaudron [21], qui est une conséquence d’un théoréme de Raynaud [5], théoréme 4,
§7.5].

PRrRoPOSITION 8.17. Il existe une constante qgg > 1 telle que

v B @y,

’L)GEK/ [K Q]
vtvg (h)
(K Qo] by U
< Y g (o lolen + ma log| a-(m)] ) + ampey
VES [ h<(g+ )T v

vtvg

Démonstration. D’apres les propositions [8.15] et [8:16] il existe une constante ¢ > 1 telle

que la quantité 35, 5 [ﬁé’f%j] log || 7 ||, soit majorée par
(h)
[5G, 0 Q) Py
Z [Ig’ - Q] log h' (m)
vEX K/ h<(g+1) v
vtvg
+ ZDi (clogog%(v :;” (mu;)| —log \Ag?(@i,si (mu;),(1:0:--: 0))|U>}
. 1,€4 v

n
+ C(T +log D, + ZDZ) 14 Z K, 'Q” log Res o (H.,),
i=1 veX/
ot la derniére somme porte sur ’ensemble ¥’ C Y- des places ultramétriques v de K’ ne
divisant ni vy ni m. D’apreés |21, page 245], quitte a agrandir Pextension K’, il existe un
sous-ensemble fini Fg C Yk, indépendant de H, tel que pour toute place v 1 m de K’,
on ait :

o Rg.(H,) >p~Y/®=D siv|p est dans Fg,
o Re o U)—lSlveZ’\Fg.

Notons F(, 'ensemble des nombres premiers p tels qu'il existe une place v € Fg divisant p.
Alors F{, ne dépend ni de H ni de K’ et on a

_gz Mlogng(ﬁv)gé Z M%logp

!l . /.
S [K:Q UEFGHE’,U“; [K':Q] p
=/ Z logp 14 Z logp.
ptm, peF, pEF’
On en déduit que
—/ Z log Re.o(H,) < (T,

veX!
ou la constante ¢’ := (g + 1) card F; est indépendante de H et du corps K'. Par ailleurs,
pour tout ¢ € {1,...,n}, Ag?(@iygi (mu;),(1:0:---:0)) appartient a K. La formule du
produit et les propriétés de Ag? rappelées au paragraphe [3| entrainent
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(K, Q]

— lo A (mu;),(1:0:---:0
UEZZE(, K Q] gl ( i (M), ( Nl
vtvg
=y B a0 e, ). 1 0: 0,
vEX [K Q]
K/
v|vg
[Kvo Q'UO]
= 20 U0, A() e i), (1:0:---:
g 0B (O1c (), (10 ),
[Kvo Qvo] ( Pi Fig m)
< log | e™ max|—=(mu;
[K : @] J Pie; ( ) v
[Kv, : Qu,] :
< par choix de g;).
Ky ™ )
De méme, la formule du produit et le choix de &; permettent d’écrire
(K, - Qo Pij (K Qo)
Z m lo Og?}vi ﬁ(muz) Z [K’ 0] log Og]u}x |pi,; (M)l
’UGEK/ = v ’UGEK/
vtvg

Finalement, on obtient I'inégalité

(K - Qo]

(K Q] A
< v >
Z [K': Q] log [| Tl < Z [K': Q] log |sla,o + /\rongago log nl (m)
VES & VES g R<(g+1)T v
vtvg vivg
n
T + log D) D; i
+q:m( + log 0+; ’ogk%’il)s{h(kp’)})’

et on en déduit la majoration voulue en appliquant les lemmes [8.5] et [8.6] selon que la
place vg est archimédienne ou non. m

Afin de controler la hauteur de 7, nous allons maintenant majorer ||7||, pour toute
place v de K’ au-dessus de vg. Afin d’aboutir & une contradiction, cette étape nécessite
une étude minutieuse et fait I'objet du paragraphe suivant.

8.8. Extrapolation. Considérons une place quelconque de K’ au-dessus de vg, place
que l'on note encore vy. Nous cherchons ici & majorer la quantité

Ei (muz)_

1
Pi DT Fy(m, mu)
7!

vo

pour tout 7 € N9T1=t tel que |7| = £. Remarquons que si (m, ) appartient a Y, alors
par définition de la norme || -

n
H Piei (mui)_D
i=1

on a

n
< ||S||Ot,v0 H |Soi75i (mui)lgoDi
=1

< lIslla,vo Hexp

1 T
;DWFS(m7 mu)

Vo

i(1+mlfuilfg)™)-



56 F. Ballay

Nous allons démontrer une majoration similaire dans le cas général. La méthode employée
est classique en théorie des formes linéaires de logarithmes (et remonte a Baker); elle
consiste en une extrapolation sur les points. Nous distinguerons les cas ot la place vy est
ultramétrique ou archimédienne, et nous utiliserons un lemme d’interpolation adapté a
chacune de ces situations. Soit & € V @ C,, un vecteur tel que d(u, V) = ||u — U|w,-

8.8.1. Cas archimédien. Supposons que la place vy est archimédienne. Sans perte de
généralité, nous supposons également que la base w de W ®x C,,, définie & la page @
est orthonormée pour || - ||,,. Nous aurons besoin du lemme de comparaison suivant.

LEMME 8.18. Il existe une constante qgg > 1 telle que pour tout entier naturel k < (g+1)S
et pour tout T € N9T1=t tel que |7| < 2(g + 1)T, on ait
(h)

P
(k)

1 1 ~
— D Fo(k, ku) — =D Fy(k, ku)
T! 7!

<Dg
h<E+1

BN, V)l

vo
Démonstration. Considérons ’application
1 ~
f:00,1] = Cop, v DLFs(k ku+ vk(u — u)).
7!

D’aprés l'inégalité des accroissements finis, on a [f(1) — f(0)[s, < sup,epo,1) [f/(¥)]v,- Soit

e = (ep,€},...,€!) une base orthonormée de tg,xc(C,,). En posant

g
9 g
/ ~ ~ !
u = g zje; et u= g T;€5,
j=1 j=1

Zg 19
/ o ~ Nt Y9 ~
f(y) _j:1 k(xj wj)T! aZijFS(k7ku+Vk(u u))

on a

En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on obtient

N 10 . _
£/l < VBRI = ullsy i | DLy, ku -+ vk (i~ w)

T! 0z;

Vo
En reprenant les arguments des lemmes [8.8| et on en déduit qu’il existe une constante
c telle que

1
—'Dg,Fs(k, ku + vk(a — u))

(o)

"o < Tkd(u,V
Lf' ()|wy < kd(u, )larpjgl

)
Vo

puis que la valeur absolue |f'(v)|,, est majorée par

n P)(\h)
k(1 V)51lawo Dy [T exp(eDi(1 + Kllus + (@ — wi)llug)”) max [ (k)
=1 O U

En remarquant que v||u; — 4|y, < d(u, V) < 1/k, on en déduit qu’il existe une constante
c telle que

' )]y < " kd(w, V)[8l]aco D [ [ exp(e/ D1+ k|l ) ) Jnax | — (k)
i=1 e+l vo

On en déduit le résultat voulu en appliquant le lemme [85] w
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PROPOSITION 8.19. Il existe une constante qzg > 1 telle que si Cy > qma, alors pour tout
T € N9TI=t tel que |T| =4, on a

[T i (mui) = S DL F (m mu)
i=1 :

Vo

ph)
< e7Y|8]|avp max{’ 2"3 (2) h<2(g+ 1)T, Ao < Dy, |2| <2(g+ I)Se}.
! ”
Démonstration. Considérons la fonction entiere définie par f(z) = DT Fy(z,2u). En

posant S1 = So, Th = (¢ + )T, r = (g + 1)S, R = 2re et en appliquant le lemme
d’interpolation archimédien a f,ona

(g+1)TSo (g+1)TSo (h)
1 9(g+1)S i
< = SRS I .
ol <27le(3) 5N e \Dmo) es)
h<T) 0
ot |f|r = sup{|f(2)|v, | |2] < R}. Notons x = (1,Z1,...,T4—¢) les coordonnées de (1, %)
dans la base w :
(1,&) =e9 + Zijwj.
j=1
Pour tout entier h > 0 et tout z € tg,xc(Cy, ), on a
1 TH+j\~ 1 ; _
— () = P — g § N O
ACEEY (" )R PR,
jeNgtI—t
ou X = 7! ~~~5§{’{. Comme d(u, V) = ||lu — @l|s, <1 et que la base w est orthonormée

pour la place vg, on en déduit qu’il existe une constante ¢ telle que pour tout entier
0<h<(9g+1)T, on ait

j=n
jengti—t

< mase{L, [} max
J =

(Tj+ J)‘ < T (14 [[ullop) @7

On en déduit qu'il existe une constante ¢’ telle que pour tout entier 0 < h < (g + 1)T et
tout z € C,,, on ait

(h)
L)

< T+ [ o) 0VT J‘rglla%
J =

<e (C/U> ma;
X X
= PGy ) e | +j)!

Soient h et k des entiers naturels tels que h < (g + 1)T" et k < Sy. D’aprés le lemme de
comparaison [8.I8] on a

DIHF, (2, 210)

v (T +J)! v

DIHE, (2, 21) (8.14)

Vo

1 pr U Py
DIHF, u)| < 0
x| gy D Fo s kD) UO—dW’V)”Sa’voeXP( =) e |G
h<2(g+1)T 0
1 )
+ max | ——DTHE, (k, ku
= | (T3 o )vo
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Par ailleurs, pour tout j tel que |j| = h et tout k& < Sp, le couple (k, T + j) appartient

4 Y. On en déduit que
DLHF(k k)| < a7 [s]law, = exp(=U(g + 14 v/Co))lIsllauo

< exp(=U(3(g + 1)/4 + v/Co))lIsla,uo-

.

(T +Jj)!

max
lil=h

L’inégalité (8.14) entraine alors

J JU
(k)] < exp lIslla,o
h! o Co 0
aaU Py U(3(g+1)/4+CTs)
0 —-U(3(g+1)/4+
X (d(u, V) exp( o ) Jnax =) (k) ) +e 0 )
h<2(g+1)T 0
Pour un choix convenable de c et de ¢/, les lemmes et entrainent de plus
n P)(\TO)
21l < "Dy [ [exp(eDi(1 + Rlull)™) mas | 22(2)| sl
=1 |z|_R Vo
U Pﬁ””
< 9 .
- exp( Co > )\ronﬁago 70! (Z) ,UOHS| o

|z|I<R

Par ailleurs, si C est assez grand, on a

(g+1)T'So

1

5(9(9;%9) < exp((g + 1) log(18(g + 1)C3)U) < ¥V
0

et (1/e)@+DTS0 < (1/¢)30+DTS0/4 = exp(—3(g + 1)U/4). D’aprés l'inégalité (8.13), on
en déduit que

(h)
_ U P)\
)l < S g () |06 sl
O/ n<agrn vo
|z|<R
'U
(/G exp G ) Il

P aav U(3(g+1)/44/Co)
0 - g+ +vCo
X [d(u, V) Jnax | (k) ) exp( Co ) +e ]
h<2(g+1)T 0
k<So

Si Cy est suffisamment grand, hypothese [2] page 3] entraine que

d(u, V) < exp <—(3(g +1)/4+ gif + @)U),

et on en déduit que
(h)

/ Ao
[F(m)ly < 3exp(=U(B(g +1)/4=¢/Co)) x  max | —o-(2)
h<2(g+1)T
[z]<R

IIs|
)

Q,V0 *
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D’aprés le lemme il existe une constante ¢’ telle que
(h)

1 U P
PG| < [+ d Ve (D sl max | ()
v Ao<Do 0
h<2(g+1)T
P
< (g 1/A— /00 % mas |2 sl
Ao< Do ) ve
h<2(g+1)T

Par ailleurs, quitte a agrandir ¢, le lemme entraine que pour tout i € {1,...,n},
i es (mug) |5, < explamDi(1 + Rluillu,)?) < e U/,
Si Cy est suffisamment grand, on obtient bien le résultat recherché. m

8.8.2. Cas ultramétrique. Supposons que la place vy est finie et soit ¢ € {1,...,n}.
Rappelons que (¢; 0(0),...,9in,(0)) = (1,0,...,0) et que pour tout 0 < j < Nj, il existe
une suite (ajn)nens: d’éléments de ﬁKUO telle que
Vz € D;(0,7p,), i (z) = Z arjl—’!nzn.
nEth

Soit z € D;(0,7p,). Comme ago = 1 et que |z”/n!|,, < 1 pour tout n # 0 (remarquons
que Tz‘m‘ < |nl|y, pour tout n € N9), on a |¢; 0(z)|s, = 1. De la méme facon on remarque
que |@;,;(z)|y, < 1sij # 0. En particulier maxo<j<n, |©i,;(2)|v, = |¢i,0(2)|s, pour tout
z € Di(0,7p,) et |pie, (Mu;)|v, = |@i0(mui)|y, = 1. On a ainsi

1
= ;D::,Fs(m, mu)| . (8.15)

Vo

n
1

H Pi,eq (mui)_Di ﬁlD:st (ma mu)

i T

Vo

Nous allons maintenant reprendre les arguments des lemmes [8:8| et [B.9] afin d’établir un
lemme de comparaison analogue au lemme Pour tous z1,2z} € D(0,7,,) et tout
n € N9\ {0}, on a

‘Zl - Zl vo < ||Z1 - Z/1||U0 ma'X{”Zlem HZ/1||UD}|HI_17
d’ou

T

n /n n
zZ 7 |z} —
- \nl

T'po

n! n!

La fonction Fy s’écrit Fy = ) 5 ) PaFs,, ou

A= {)\ = (Ao, (Ni)i<i<n) € N x HNN"—H ‘ Ao < Do, Ai = (Nij)o<j<ng, || = Di}
i=1
et Fy, = Py, [, H] Ocpu pour tout A € A. Soit o = (09, 01) € N x N9. Par choix de
la base e (définie a la page, pour tout A € A, il existe une suite (an x)nens d’éléments
de Ok, telle que pour tout k € N, on ait

v

A an,}\ n— n—o
1D P b k) = 3D o Py (k) = =2 () Y 2 =™ ),
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ou la somme est prise sur 'ensemble des n = (n1,...,n4) € N9 tels que n; > o1 ; pour
tout j (en posant o1 = (01,1,...,01,4)). En raisonnant comme dans la démonstration du
lemme on montre que pour tout h = (hg,hy) € N x N9~ la quantité

1 1
DA FL, (b k) — DL F ()

vo

est majorée par

1 1
ij ;Déo,e)FSA (k, kZ1) — ;’D((’;07e) Sx (k, kz/l) 5
! ! v
ol le maximum est pris sur '’ensemble des couples o = (hg,01) € N x N9 tels que
|o1| = |h1]. On en déduit le lemme de comparaison suivant.

LEMME 8.20. Soient z1,z} € D(0,7p,). Alors pour tout couple h = (ho,h;) € N x N9~*
et tout k €N, on a
(ho)

P
“ar )

1

1
N _ =

Il <7~ ! max

h h —
DY Fu(k, ko) = DuFalk hzd)| - <yl mase

15[l 2,06 121 — 24 [|us -
vo

vo

Rappelons que @ désigne un vecteur de V ®@x C,, tel que ||u — ||y, = d(u, V) et que
la base w de W ®x C,, est formée de vecteurs de norme 1 (voir page . D’aprés la
proposition [2.5] page [TI] nous pouvons supposer que cette base vérifie

g—t
—t
V(x1,...,29-) € C Y, HE ijjH > Tp,  MaAx [Ty,
— vg 1<j<g—t
j=

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires a I’extrapolation dans le cas ultra-
métrique, qui conduit au résultat suivant. Rappelons que 1'on a supposé que |||y, < 7p,
et que R est un nombre réel de V'intervalle |1, 7, /|| w/ v, [-

PROPOSITION 8.21. I existe une constante qgg > 1 telle que si Cy > qgm, alors

n

1
[T i (mui) =2 S DL F (m mu)
=1 !

o
%

0
w )

< eiUHsHUO’a X max{

h<2(g+ DT, Ao < Do, |ly < m}.

Vo

Démonstration. D’apreés (8.15), on a

1 T
= ’ﬂDwFs(ma mu)

Vo Vo

" 1
H Pies (mui)_Di ﬁ’D:vFS(ma mu)
7!
i=1
Considérons la fonction
1 ~
fAv € Coy | [V]wy <rpo/llullog} D2 v ;D;FS(% va).

Remarquons que d(u,V) = ||u — Uy, = inf{||lu — 2|y, | 2 € V @K Cyy} < |Jullv,- Si
d(u, V) = ||ul|y,, on peut poser & = 0. Sinon, on a d(u, V) < ||u|v,, et donc |||y, = ||t]v,-
Dans tous les cas, on en déduit que f est analytique sur {v € C,y | [V]v, < Tpo/|[©lvo }-
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En appliquant le lemme d’interpolation ultramétrique du paragraphe |§| (corollaire
page afavecR=R>1,5=5SetTh =(g+1)T,ona

FM (k)
!

- s
)y < ma{ RISy e
h<(g+1)T, k<So

) } (8.16)

ou
y = plet DT Dles(So=hloerol ot £) o1 = sup{|£(2) g | 2 € Cops |2]0 < RY.

Notons x = (1,Z1,...,%4—¢) les coordonnées de (1,u) dans la base w :

(].,"LZ) =eg + ijwj.

Jj=1

L’hypothese faite sur w entraine maxi<j<g—¢ |[Z;|v, < 75! l|@lls, < 1. Pour tous entiers
h,k>0,ona

1 T+j\~ 1 ; _

—fM k)= 3 DIHF,(k, k

wd =2 ( j )x(r+jﬂ R,
jemjlg_“*t

oux =3 ]q /. On en déduit que pour tout k < Sp et tout h < (g + 1)7T,

— M (k)| < max|——=DTHF,(k, ku
i ()vo_l\ AIEE] ( )UO
1 .
< max{max —— DT HE(k, ki) — DI (k, ku)|
il=n| (T +)! (T +)! v
max - DTHFS k, ku }
i=nl (T (b ) oo
En appliquant le lemme et en remarquant que (k, 7+ j) € Y pour tout |j| = h, on a
1 ;ho)
— () < 0 -1 1
78] sl | i) V) oot |

Comme R < 7p, /||tt]|v,, le lemme [8.9] entraine par ailleurs que
(70)
> (2)

To!

HS”UO,OZ'
vo

< ma
|f|vo,9% =, ‘woi(m

Ao<Do
D’aprés le lemme le réel v de I'inégalité est majoré par
exp((g + 1)T'log So) < exp((g + 1)T'So log M) < exp((g + 1)U).
De plus, on a
R (9T S0 < 3=+ DTS0/2 — exp(—(g+ 1)U/2) < e V.

D’aprés l'inégalité (8.16) et les remarques précédentes, la valeur absolue |f(m)]|,, est
majorée par le produit de ||s||,, avec
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P plh)
max{eU max o (2) ,etDY max (k) max{rmld(u,V),ozl}}.
2o <R/| To! v h<(g+1)T| hg! o
/\ogDo AOSDO
k<So

De plus,
a ! =exp(~U(g+1++/Cp)) <exp(—(g+1)U - U)

et si Cy est suffisamment grand, on a
rotd(u, V) < rptexp(—24y/CoU) < exp(—(g + 1)U — U).

On obtient alors
P
1)y < € sl max{ | 5222

h!

h S 2(9 + 1)T, )\0 S DQ, |z|’Uo S S)f{}

Vo

On conclut en appliquant une nouvelle fois le lemme n

8.9. Encadrement de la hauteur du jet. Rappelons que D = [K : Q]/[Ky, : Qu,]-
8.9.1. Minoration

LEMME 8.22. Il ewiste une constante qgg telle que la hauteur de J € S*(WV) @k K’
vérifie

U

Démonstration. Comme J € S“(WV) @ K’ est non nul, on a h(J) > —fimax (SC(WVY)).
D’aprés la proposition 2.13] de la page [I4] on en déduit que

h(]) Z _ﬁmax(sé(WV)) Z _gﬂmax(WV) - Qflogg

Par ailleurs, on a

—t g—t
h(W) = —deg,(W) = = } (W) = fimax(WY) + > _ (W)
1 1=2

Z ﬂmax(WV) - (g —t— 1)ﬁmax tGOXG)’
car chacune des pentes successives ; (W) vérifie
(W) = —Lidim w4+1—i (W) = —fimax(W) > —fimax(taoxa)-

Comme ¢ < (g+ 1)T, on en déduit que h(J) > —qggl max{1, h(W)}, et 'on conclut en
utilisant la définition de 7. m

Q

i

8.9.2. Majoration dans le cas archimédien

PROPOSITION 8.23. Supposons que la place vy est archimédienne et que le réel Cy est
supérieur & max{qiy, qm}. Alors
2qpgU U

h(j) < D\/CT) - ﬁ +N((P)\0))\o)
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ot X((Px,)x,) désigne la quantité

(h) (h)
[Kv : Qv] Y PA
———1lo ma. (k)| + —=log 9 (z
UE%:K [K : Q] gkeN,Akéég(+l)S h! ( )v D \z\<}\2(é}+1)Se h! ( )UO
thO(E-&-lo)T h<2(g+10)T

Démonstration. D’aprés la définition de || J||, et la proposition il existe une con-
stante ¢ > 1 ne dépendant que de g telle que

(K - Q]
Z m10g||\7”v

vEX K/, v|vg

(h)
[K/ :Qv] P)\
< B 8l (o (I8l + 1 0 T
< Y g (FUtoglslan +log s ) e
vEX i, v|vo 2o < Do vo
h<2(q+1)T
(h)
(K : Q,] 1 U Py
< B Ol sy + = (== +1 .
< > g 8 lslan + 5 mg Hlog | max 1)
vEX 1, v|vo 0 0 o
h<2(g+1)T
En combinant cette inégalité avec la proposition on obtient
(h)
voou 1 P!
WT) < ha v 0
() Shal$) +amp 5 = 5p T plos | max 17, )v
Ao<Do °
h<2(g+1)T
(h)
[KU : QU] P)\o
+ Z [K : Q) log oDy | ! (m)
VEX K, VF£VQ h<(g+1)T v

D’aprés la proposition [8.11] on a par ailleurs

P(h)
he < U—i—— max log k ,
= p CO kel(\jl<kD<S h' ( )”0
0
h<2(g+1)T

ce qui achéve la preuve. m
8.9.3. Majoration dans le cas ultramétrique

PROPOSITION 8.24. Supposons que la place vy est finie et que Cy > max{cﬁm, am}- Alors

U  2@gU
MT) <L —=+ + N((Pxg) ro
D <=5+ 2B L x((P)
ol
(h)
- [Kv : QU] P/\o
N((P)\o)ko)_ Z [K@] logkeN k<(g+1)S Al (k)

VEX K Xo<Dg v

h<2(g+1)T

+11 D, (2)
D 0g max Al z

h <2(g+1)T, Ao < Do, |z|v, < 9%}.

Vo
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Démonstration. D’apres les propositions [8.17] et [8:21] on a

M) < hals) - 2

(h)
1 P
" Dlogmax{\ (o) <2+ DT 20 < Do, oy < %)
! -
(h)
Qv P)\O U
+ Z h<18;ﬁ)T h! (m) v + quC’o'
V7o A< Do
D’aprés la proposition la hauteur h,(s) est majorée par
1 | P ®
Jmax  log
D\/ <D h'
CO ke§1 kgOSO vo
h<2(g+1)T

On en déduit immédiatement la majoration voulue. m

8.10. Poids de la droite affine. L’objet de ce paragraphe est de fixer le choix de la
famille de polynomes (Py,)x et de majorer les quantités R((Py,)x,) qui apparaissent dans
les propositions et La majoration de R((Py,)x,) a une influence directe sur la
minoration de d(u, V') obtenue; comme ’a remarqué Fel’dman [I7], il existe des familles
de polyndmes qui conviennent mieux que la base canonique (X*°)y,<p, de K[X]<p,-
Nous utiliserons une variante des polynémes de Fel’dman, construite par Matveev [31].
Considérons les polynémes binomiaux
XX+1) - (X+k-1)

k! ’
DEFINITION 8.25. Etant donnés deux entiers naturels a et b, le polynome de Matveev
0p(X;a) est Ap(X)?1A,(X), out g et r désignent respectivement le quotient et le reste de
la division euclidienne de a par b.

Rappelons que 'on a noté D = [K : Q]/[Ky, : Qu,-

PROPOSITION 8.26 ([2I], lemme 3.10]). Soit b € N\ {0}. On pose v = 2(g+ 1)eS si vy est
archimédienne, et v = R si vg est une place finie. Il existe une constante absolue qgg > 1
vérifiant la propriété suivante. Si Py, = 0p(X; Ao) pour tout A\g < Dy, alors la quantité
R((Pry)nr,) €gale a

Ao(X) =1, Ak(X) = kEN\{O}

(h) (h)
K, : P 1 P
Z wlog max A? (k:)’ + —log max ‘ Af (2)
S [K : Q] keN,}\ké(Dg—H)S h! ., D \A\?;t h! v
0x>LJo
h<2(g+1)T h<2(g+ )T

est majorée par

S DO eS
q3I|<Dolog<e + b) + 0T + Dlog(l + b))

st vg est archimédienne, et par

D
q3:Z|<D0 log (e + i) + T + 60 10g(9%)>.

st vg est une place finie.
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REMARQUE 8.27. Le choix de la base canonique de K[X],<p, pour la famille (Py,)x,
conduit & la majoration

loge
N((XAO)AO) < CBZDO <10g S+ g),
qui est insuffisante pour démontrer les théorémes et [4.4]
8.11. Conclusion. Nous allons maintenant combiner les estimations des paragraphes
[8:9 et [8:10] pour aboutir & une contradiction.

8.11.1. Cas archimédien. Supposons que la place vy est archimédienne et que le
nombre réel Cy est supérieur a max{qm, qz3, q%z, aga}- Sous I'hypotheése 2] les proposi-
tions [8.22] et [8.23] entrainent

<)< 2B - U v (P,

“We,Dp = =DJC, 2D
d’ou S 4
36 T 44
U< ——=U+ DX((P, .
On pose b = [%} et Py, = d(X; o) pour tout entier naturel Ag < Dy. D’aprés le

lemme [B.5] et la proposition [8.26] on a les majorations
S D S
R((Pry)a) < CBI(DO log (e + b) VT + = log(l + 2))
2 D 1 D 2 D
< q31|<D0 log (6 + 5Co ) + TSploge + 30 log(l + e5C0 >)

Sologe CoD So log e

e Do, U U
=2\ T Ee p = tEIo D

On obtient ainsi 5 dep + 4
U < 2@ A,

VCo

On a donc une contradiction dés que

Co > max{qgn, @z, ¢ @@ (2am + 4az + 4qm)* }-
Dans ce cas, on en déduit que I'hypothése 2] ne peut pas étre vérifie et donc que d(u, V) >
exp(—2y/CoU). Pour conclure, il suffit de comparer U avec la quantité Us du théoréme

43l On a

i ) D D 1/t
U< 84QJIC§+1(49+3)aloge<bge log(e + loge) + 1)
n i i/t
(1 Dmsstosnepe hp) + ol )¢ "
i=1

TTone (8.17)

Par ailleurs, il existe une constante qgg telle que lofg’ s log (e + lofg’ z) < ql’ﬂmg S log(lng e). Le

théoréme est donc démontré, une fois que I'on a remarqué que

max  h(kp;) < max h(kp;) < a2 +103pi(1+maxhk,;>
k<(g+1)Ca (k) E<([(g+1)C31+1)[a]) (hpi) < am(2(g +1)Co) k<a (k)

pour tout 7 € {1,...,n}. Cette derniére inégalité est une conséquence du lemme suivant.
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LEMME 8.28. Il existe une constante qgg > 1 telle que pour tout couple d’entiers naturels

non nuls ai,as et pour tout i € {1,...,n}, on ait
max h(kp;) < qmal’ (1 + max h(kpl)>
k<aiaz

Démonstration. On a

max h(kp;) = max{géaxh(kpi), max h(k;pi)}.

k<aiasz as<k<aiaz
Soit k € {as+1,...,a1az2}. Soient q,r € N le quotient et le reste de la division euclidienne
de k par ag, donc k = qas +r, r < as. Comme k < ajas, ¢ est inférieur a a;. D’aprés [41]
propriété 4.5], il existe une constante ¢ > 1 telle que
h(kp;) < emax{1, h(gazp;), h(rpi)}.

D’aprés [19], page 144], il existe une constante ¢’ > 1 telle que

hgaspo) < (1 + hlasp)) < daf (14 max h(tpo).
0<t<as

De plus, h(rp;) < maxo<¢<q, M(¢p;). On en déduit que
h(kp;) < cc'af’ (1 + max h(ﬁpl))

<t<as
et donc

krgl(i);z h(kp;) < ec'af (1 + max h(épl))

ce qui démontre le lemme. =

8.11.2. Cas ultramétrique. Supposons que la place vy est finie et que le nombre réel C
est supérieur a max{(log po)?, €?, o1, @23, Gz, azm} - Les propositions et entrainent

—(BECOLD < h(j) < —% + 3/@% + N((P)\O))‘O)7
d’ou
U < (qg+ qu)\/% ((Pxg)o)

On pose b = [SologMR/(CoD)] et Py, = 0p(X;Ao) pour tout entier naturel A\g < Dy.
D’aprés la proposition [8:26] on a

R((Prg)rn) < CB'_'ZI(DO 10g<e + i) + 60T + % log(l + W))

< q3-_-z|<D0 10g<6 + QSCOD) ! TSO log R + D—l (1 + %COD>)

So log R CoD log R
AoDy U U
< 2 <3
—m< D +COD> =BG D

On obtient finalement U
U< + 2qpg+ 3 —_—
(qm + 2qzm + 3qzm) N(er

On a donc une contradiction dés que

Co > max{(log po)?, €2, . @31, P @3 (q@a + 2qza + 3qzn)*}-
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On en déduit que l’hypothésene peut pas étre vérifiée et donc d(u, V') > exp(—2/CoU).
Le théoréme [£.4] découle alors d’une comparaison entre U et la quantité Us du théoréme,
similaire a celle du cas archimédien.

9. Démonstration dans le cas général

Nous allons maintenant passer a la démonstration des théorémes [I.1] et [1.2] Le schéma
de la preuve est identique, a la différence que nous n’ajouterons pas de facteur Gog = G,
au cours de la démonstration. Les paramétres Ay et Dy n’interviennent plus ici, et la
définition de U est donc légérement différente. La démonstration est ainsi simplifiée : par
exemple, nous n’aurons pas a évaluer le « poids de la droite affine » comme au para-
graphe Certaines étapes nécessitent des modifications mineures (définition de (~?,
lemme de multiplicités, majoration du rang de Ap) et nous reproduirons les preuves
adaptées en détails. En revanche, toutes les estimations analytiques de la démonstration
ne seront que des cas particuliers de celles que nous avons déja démontrées, pour lesquelles
il nous suffira de poser Dy = 0.

Dans la suite, nous supposons que 'hypothese [I] est vérifiée : pour tout sous-groupe
algébrique connexe G’ de G tel que tgr +V # tg, on a u ¢ tg (Cy,).

9.1. Choix d’un sous-groupe. Soient f)l, .. Dn, T C’O des nombres réels strictement
positifs et 0 < Sy < S des entiers. On suppose que T >1eton pose T = [T ] Dans
toute la suite, si G’ est un sous-groupe algébrique de G, on note 7 = codimg G’ et
X = codimy (tgr N'V). Posons ¥, (S) = {0¢,p,...,Sp}.

DEFINITION 9.1. Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de G tel que tg: +V # tg.
On définit le réel strictement positif

2% 2p ()46 (@) 5 5 Y
(TA Card(G,(Q))%(G',Dl,...,Dn)>1/( )
CO%(G;DD s 7Dn)

et on pose B(GY) = A(G')" )/ max{1, A(G)P .

A(G!) =

Comme dans le cas semi-abélien, la quantité
r:=min{B(G) | te: +V # tg},

ot G’ varie parmi les sous-groupes algébriques connexes G’ de G tel que tgr + V # tg,
est un nombre réel strictement positif. Fixons un sous-groupe G de G tel que B(G) =z
Pour tout i € {1,...,n}, on pose également D¥ = D, D; = [D¥] et D} = max{1, D;}.
La démonstration du lemme suivant est identique a celle du lemme

LEMME 9.2. Supposons que x < 1. Alors pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de
G tel que tgr +V # tg, Uinégalité suivante est vérifiée :

™ card<w>%(a’;[)#, ...,D#) > Cos(G;D¥,....D¥).  (9.1)

De plus, cette inégalité est une égalité pour G' = G.
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Comme dans le cas semi-abélien, le résultat suivant découle du théoréme et du

lemme 9.2

LEMME 9.3. Supposons que x < 1. St la place vy est finie, alors

. ~
card<M> =S+1.
G(Q)
St vy est une place archimédienne, il existe une constante qmm > 1 telle que si
1

d(u, V) < COCEZIIS(D/l)gl - (D%)Qn exp(maX{l, h(V)})7

alors il n’existe pas d’entier s € {1,...,5} tel que sp € é(@) En particulier

card(W) =5+1
G(Q)

Démonstration. Si la place vy est finie, I'exponentielle exp réalise un difféomorphisme
de D(0,7p,) sur son image. S’il existe s € N\ {0} tel que sp € G(Q), on en déduit que
u € t5(Cy,), ce qui est absurde d’aprés l’hypothése (par construction, on atz+V # tg).
Supposons que la place vy est archimédienne. Nous allons appliquer le théoreme [5.1] a
G =G, H = H et au point u € tg. L’hypothese [I] correspond alors a celle du théoréme

Par définition de é, on atz+V # tg. De plus, d’aprés le lemme on a

™ card(W)%(é; D¥,....D¥) = Co#(G;D¥,... D#).

=< n

G(Q)

D’aprés [28] propriété 4.4], pour tout i € {0,...,n}, application partielle
T; ,%”(G;xl,...,xn)/%(é;xl, cey Tp)

est croissante. Comme Dz# < 2D§, on en déduit que

T* card (W) AH(G; DYy, ..., D) < Co29(G; D, ..., D).

Comme 1 < D pour tout 4, on a par ailleurs
degG = #(G;1,...,1) < #(G; D),...,D.),
et donc
deg G < Co297#(G; D), ..., D) = Co29 deg G - (D})9" - - (D).
On conclut alors avec le théoréme L]

9.2. Fibré adélique hermitien des sections auxiliaires. Nous allons définir un fi-
bré adélique F de la méme fagon que dans le cas semi-abélien. Notons P = P%I X e
x PX". Pour tout i € {1,...,n}, on fixe des coordonnées homogénes (X; ;)o<j<n, de PX'.
Notons également D = (D, ..., D,) et K[P] la K-algébre multigraduée des polynomes
multihomogénes en les variables (X; j)1<i<n,0<j<n,;. Soit E lespace des polynomes de
multidegré D qui ne s’annulent pas identiquement sur G; en notant I 'idéal annulateur
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de G dans P, on a ainsi E = (K[P]/I¢)p. Considérons ’ensemble

A= {A = (A)1ziza € [NV ‘ Ai = (Aijlogisn, [Nl = Di}~
i=1

L’ensemble des classes de polynomes de la forme [], ; XZ-): 57, A € A, est une famille
génératrice de E. Considérons une famille de tels polynémes dont les classes s1, . .., Sqim E
forment une base de E. On définit alors un fibré adélique hermitien (E, (|| - || g,v)vek) en
choisissant pour chaque place v € £k lanorme ||-|| g,, rendant cette base orthonormée. On
a ainsi iy (E) = 0. Concrétement, un élément s de E s’écrit comme la classe d’équivalence

d’un polynéme
n N;
Aij
P=> m][I]X5 (9-2)
AEA  i=1j=0

On note alors Fy = PoV: % — C,,. Cette application est bien définie car elle ne dépend
pas du choix d’un polynéme P représentant s. Nous allons maintenant définir une norme
particuliére en la place vy. Rappelons que Sy > 0 est un entier et que T = [T] On
considére ’ensemble

Y ={(m,7) e Nx N |m< S, || <2¢T}.

Soit w = (w1, ..., wy—¢) une base de V @k C,, formée de vecteurs de normes 1. Consi-
dérons la matrice Ag de taille card X x dim F définie par : pour tout (m,7) € Y et tout
ie{l,...,dim E},

1
Aol[(m, 7),i] = ;D‘;Fsi (mu).

Etant donné un nombre réel o > 0 et une place v de K, on définit la norme | - ||4,, sur
E®K Cy en posant || - ||a,0 = || - ||E,0 81 v # vo et
s max{||s|| £,v0> | A0S|ve } si vg est finie,
Slla,vg = .
© LUsliE e, + (@l Aosy,)?)!?  sinon.

On note h,, la hauteur (logarithmique et absolue) sur E @ Q associée & cette famille de
normes. Remarquons que pour toute place v € X, on a l'inégalité || - |z < || - ||aw-

9.3. Lemme de multiplicités. Nous allons maintenant énoncer une conséquence du
lemme de multiplicités de Philippon [33]. La preuve différe légérement de celle du cas
semi-abélien, et les conditions @ et de I’énoncé ci-dessous ne sont pas les mémes
que celles du lemme Cette différence nous conduira & faire un nouveau choix de

paramétres au paragraphe

LEMME 9.4. Supposons que x < 1. Il existe une constante qgq > 1 vérifiant la propriété
sutvante. Si les conditions

(a) (@@S(D})* -+ (D))~ > d(u, V) ;

(b) min{7T, S} > Cy > qm;
(¢) T > gqmax{D},..., D}
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sont vérifiées, alors il n'existe pas d’élément s € E @ Q \ {0} telle que
DI Fy(m,mu) =0 V(m,7) € Nx Nt m <gS, |r| < gT. (9.3)
Démonstration. Nous raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe une solution

s € E®k Q)\ {0} au systéme d’égalités (9.3). D’aprés le lemme de multiplicités de
Philippon [33], il existe un sous-groupe algébrique connexe G’ C G tel que

/ ¥o(9)+ G
T* card M (G DYy, ...,Dl) <29#(G;D,,...,D.). (9.4)
G/(Q) n n
Etape 1 : Montrons que tg: + V # tg. Par Iabsurde, si tg: + V = tg alors X = ' =
codimg G’ et on en déduit que
T <29 deg Gmax{D7,..., D;l}r/7
ce qui contredit la condition pourvu que l'on choisisse la constante qzy assez grande.
FEtape 2 : Montrons que X > 1 ou bien que pour tout m € {1,...,8}, mp ¢ G'(K).
D’aprés la premiére étape, tgr + V' # tg, donc d’aprés hypothése |1 on a u ¢ tg/(Cy,).
Si M = codimy (t; N V) =0, alors V C ¢i;. D’aprés I'inégalité (9.4)), on a
deg G’ < 29degG - (D)9 ---(D))%.
D’aprés la condition on en déduit que
29 deg G
d(u, V) < =87
qmS deg G’
En appliquant le second point du théoréme|5.1|au vecteur u avec G = G, G = G', H = H,

on en déduit que pour tout 0 < m < S, mp ¢ G'(K) (pourvu que la constante qq soit
choisie suffisamment grande).

Etape 3 : Nous allons conclure en montrant que l'inégalité (9.4) contredit le lemme
Premiérement, remarquons qu’il existe ¢ € {1,...,n} tel que D; # 0. En effet, sinon tous
les D! sont égaux a 1 et I'inégalité (9.4)) entraine

™ card<2p(S)+G/(Q)) < 29degG.
G'(Q)

D’aprés ’étape 2, on obtient min{7’, S+ 1} < 29 deg(G), ce qui contredit la condition@
Il existe donc au moins un i tel que D; # 0.
On considére alors les entiers 1 < ky < -+ < kj, < n pour lesquels Dy, # 0,1 <i < h,

et on note 7 la projection
h

T G—)HGki.

i=1

On montre que
H(G; Dy, ...,D) <degG - #(n(Q); Dy, ..., Dy,)
comme dans la preuve du lemme On a également

H(n(G"); Diyy ..., Dy,) < A (G'; Dy, ...,D.).
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En utilisant I'inégalité (9.4)), on obtient

e (205 C@) H(G); D, Diy)
g Card( G/(@) SdiegG %(W(G/);Dku---kah)'

Puisque D; = [Dl#] < Dl# pour tout ¢ € {1,...,n}, on obtient I'inégalité

’ . # #
ey Card(W) < aogg. DL, DE)
G'(Q) H(x(G'); DY.,...,Df)

par croissance des applications partielles

x> H(T(G);Thy sk, ) H(T(G); Ty - oy Ty, )

(voir 28], propriété 4.4]). On considére le groupe G (vu comme un sous-groupe de G
aprés permutation éventuelle des facteurs) défini par

@ =na)x ][] &
jé¢{k1,....kn}
Le sous-groupe G” est distinct de G, car sinon 7(G’) = 7(G) et I'inégalité ainsi que
létape 2 entrainent min{7T, S + 1} < 29 deg G, ce qui contredit la condition @ pourvu
que qgq > 29 deg G. On a par ailleurs

HA(7(G); D ,...,Df)  (dimG)(dim7(G))!  #(G;D¥,..., D¥)

A (r(G");D},...,Df) g(dim= (G G, DF,... DF)
et

e dim7(G) — dim7(G’) = codimg G” = r”,

e )\’ = codimy (V Ntgr) < codimy (V Ntg) =N (car G C G”),
Zp(5)+G"(Q) Tp(5)+G (@)

° card(W)S card(w).

D’apres 'inégalité (9.5), on en déduit qu’il existe une constante ¢ ne dépendant que de g

telle que

1
™ card<w>;f(a”; D¥,... . D¥)<cdegG (G, D¥,... . D¥). (9.6

G"(Q)
Si Cy > (cdeg G)?, on montre que tgr + V # tg en utilisant les mémes arguments qu’a
I’étape 1. On en déduit que si la constante qgq est suffisamment grande, I'inégalité
contredit le lemme |9.2] ce qui achéve la démonstration. m

9.4. Choix des paramétres. Nous allons maintenant fixer tous les parameétres intro-
duits précédemment. Rappelons que l'on a noté D = [K : Q]/[K,, : Qu]. Dans toute
la suite, Cy désigne un nombre réel supérieur & max{qm, @m} > 1. Si vg|po est ultra-
métrique, on suppose également que Cy > €2.

9.4.1. Cas archimédien. Supposons que la place vy est archimédienne. Soit ¢ > e un
nombre réel et soit a > 1 un nombre réel tel que
S max{D, Dh(V),log ||u|| v, }
- loge
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Posons alors Sy := [Cpa] et S := [CZa]. On définit également
A; =D max h(kp;) + (1+ Ciae|uilln,), i€{l,...,n},

k<(g+1)S
- Codi \*/'
= 1 1/t 2 0% .
U :=CySploge(S+1) H(CO + Sologe
On pose alors
~ U ~ U
T: ie{l,...,n}.

Sologe’ CoA; + C3Splog e

Rappelons que I'on a noté T' = [T, D; = [#D;] et D} = max{1, D;} pour tout i. Nous
aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 9.5. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

(1) z<1;

(2) T>CO, T > Co;

(3) (So+1)/(S+1) <2/CZ, /S < 208

(4) T > Comax{D5,...,D;};

(5) D; < D; <D, <DA <U/Cy Vi e {1,. },-
(6) D maxy<(g+1)s h(kpi) < U/(DCy) Vi € {1 nk;
(7) Di(1+ Se||uillv): <U/Cy Vi€ {1,...,n}.

Démonstration. Montrons le premier point. Par définition de x, on a I'implication
1 T9'(S+1)

- — A0V <1 = x<1.
degG CoyDY* ---Di" ({0} = -

CO_(tH) <1, ce qui dé-

La définition de U correspond précisément a deg G - A({0})! =
montre le point Les points suivants sont des conséquences immeédiates des définitions
et de 'inégalité x < 1. m

9.4.2. Cas ultramétrique. Supposons que la place vy est ultramétrique. Soit R €
11,7, /||telw [ €t soit a > 1 tel que

alog® > Dmax{1,h(V)} +log, ((logR)™1).
Posons Sy := [Cpa] et S := [CZa]. On définit également les quantités
A;:=D max h(kp;), i€{l,...,n},

k<(g+1)S
n ChA; gi/t
_ ) 1/t 2 Y04 )
U= CoSollogM)(S + 1) E(Cﬁ Solog R
On pose alors
- U 5o v

L W el .n).
Sylog R’ Cod $C2%Togm ' Etbom

Rappelons que l'on a not¢ T = [T], D; = [zD;] et D} = max{1,D;} pour tout i €
{1,...,n}. Comme dans le cas archimédien, énumérons quelques propriétés utiles satis-
faites par ces paramétres.
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LEMME 9.6. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

(

(2)

(3) (So+1)/(S+1)<2/C3, S/Sy < 2C3;

(4) T > Comax{D},...,D.};

(5) D; <D} < D; < D;A; <U/Co Vi €{1,...,n};

(6) D; MaXg<(g+1)8 h(kp;) < U/(DCy) Vi€ {1,...,n};
(7) SologMR > log Sy.

9.4.3. Hypothése centrale. Nous allons raisonner par ’absurde afin de démontrer une
minoration de la distance d(u, V). Dans toute la suite, on fait 'hypothése suivante, qui
implique en particulier que les conclusions des lemmes [9.3] et [9:4] sont satisfaites.

HyrPOTHESE 3. La distance d(u, V') est inférieure a exp(—2+/CoU).
Dans toute la suite, on pose a := exp(U(g + v/Cp)).

Remarque importante : Dans la suite du texte, nous allons établir des estimations analy-
tiques dont les démonstrations sont les mémes que celles du cas semi-abélien, appliquées
avec Dy = 0. Nous renverrons systématiquement aux démonstrations correspondantes
du paragraphe [§ Bien que notre définition de U soit légérement différente, les seules
propriétés des paramétres dont nous avons besoin dans les preuves sont celles des lemmes
[0.5 et [0.6] qui sont exactement les mémes que celles des lemmes [8.5] et [8-6]

9.5. Etude de la matrice A,
9.5.1. Majoration du rang. Le rangrg .4, de la matrice Aj est égal au rang du systéme

Y(m, 7)€Y, Dy Fs(mu)=0

en les inconnues p; définies par s = Z?:?Ep,sl On note A = codimy (V N ts). Les

arguments de la démonstration du lemme 6.7 de [35] montrent que ce rang est inférieur
a celui du systéme

V(m,T)eNXNX,OSmSSO, |T|§29Ta :v’P(mp—’_é):Oa

ot w' désigne une base d’un supplémentaire de V Nt5 dans V si A>1 (voir aussi la
démonstration du lemme 6.1 de [14]), et o les inconnues du systéme sont les coordonnées
des polynémes P € K[P]p (dans une base quelconque de K[P|p). On en déduit que
5 2q(S0) + G(@Q —
rg Ag < card{r € N* | |7| < 29T} card(M) dim (Q[P]/I5)2p,
GQ)

ou I désigne 'idéal des polynomes identiquement nuls sur G. Un raisonnement analogue
a celui du paragraphe conduit a l'existence d’une constante qzg > 1 telle que

Zp(S0)+CG(@Q)
i = dim B

Zp($)+G@) '
card( elto) )
En appliquant le lemme [9.3] on obtient la la proposition suivante.
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PROPOSITION 9.7. I existe une constante qgm) telle que
rg Ag So+1 quz
- < qzCo < —
dimE — S+1 o'
9.5.2. Majoration de la norme d’opérateur de Aj. Nous allons maintenant majorer
la quantité

|A05‘U0

1511 2,0

Aol = sup{

La majoration repose sur les mémes arguments que dans le cas semi-abélien. Soit v =
(v1,...,09—¢) une base de V ®@x C,, telle que ||v;|ly, < 1 pour tout i € {1,...,9 —t}. Le
résultat suivant correspond au lemme [8.9] dans le cas ou Dy = 0.

SEE@KCUU}.

LEMME 9.8. Soit T = (11,...,7g—t) € N9 ! et soit s € EQg C,,. Sivg est archimédienne,
alors pour tout z € CJ} x --- x CIn ~t5(C,,),

1. . .
—DVE(2) (9° - 1) ‘Hexp i(1 4 [1z3llve ) ) 181l 2,00

vo

ou z; désigne la projection de z sur CJi et qzg > 1 est une constante. Si vg est une place
finie, alors pour tout z € D(0,1,,),

1 T
;DVFS(Z)

< lsllz,v0-

vo
La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition de la norme
d’opérateur et des lemmes [0.5 et [0.8

PROPOSITION 9.9. Siwvg est une place archimédienne, il existe une constante qgg > 1 telle
que la norme d’opérateur de Ay vérifie

4ol v < exp(aqmU/Co)-

Si la place vy est ultramétrique, alors ||Ag|ls, < 1.

9.6. Construction d’une section auxiliaire. Les majorations du paragraphe nous
permettent d’appliquer le lemme de Siegel du paragraphe [2| pour obtenir la proposition
suivante.

PROPOSITION 9.10. I existe une constante qgg et une section s € E @y Q\ {0} telle que

45
ha(s) < U.
a( )— D\/CTO
Démonstration. La preuve est en tout point similaire & celle de la proposition [8.11f : il
suffit d’appliquer le lemme de Siegel et les propositions et "

9.7. Construction d’un jet et premiéres estimations. Considérons un élément non
nul s € E @ Q dont la hauteur h,(s) vérifie la majoration de la proposition Soit
(m,?) € N x N le couple minimal (pour I'ordre lexicographique) pour lequel il existe un
éléement T de N9~ tel que || = £ et DT, F,(mu) # 0. D’aprés le lemme de multiplicités[8.4]
onam < gSetl<gT. Soit K' une extension finie de K telle que s € E Q@ K'. Pour
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tout ¢ € {1,...,n}, on choisit un entier ¢; € {0, ..., N;} vérifiant
[9ie; (M), = og%}zivi 3,5 (M) v, -

En particulier ¢; ., (mu;) # 0. Soit b = (by,...,bys—¢) une K-base de V. On note b la
base duale de b. On considére alors I'élément J de S*(VV) @ C,,, défini par

T= 3 Tl lmu) > —DEF(mu)(b*)".

TENI—ti=1
|T|=¢

Les résultats du paragraphe (appliqués avec Dy = 0) montrent que J ne dépend pas
du choix de la base b et que J appartient 4 S(V"Y) @k K’. On munit I'espace vectoriel
SY(VV) @K K' de la structure de fibré adélique hermitien induite par celle de V. Nous
disposons également de la majoration suivante.

PRrROPOSITION 9.11. On a l’inégalité
(K] : Q] (K] : Qy] U
—r = 10 j v S —r 10 Slla,v + T~y )
2 Erg s 3 gy el - anpg
K/ v K/
vivg v{vg

ou =g > 1 est la constante de la proposition|8.17].

Démonstration. La démonstration est identique & celle de la proposition (il suffit de
poser Dy =0). m

Afin d’obtenir une majoration de la hauteur de J, nous devons maintenant majorer
|7 ]l» pour toute place v de K’ au-dessus de vy. Afin d’aboutir & une contradiction, cette
étape nécessite une étude minutieuse et fait ’objet de la partie suivante.

9.8. Majorations en les places v |vy. Soit v € Xk une place divisant vg. Comme dans
le cas semi-abélien, la majoration de ||J||, repose sur une extrapolation sur les points.
On peut supposer sans perte de généralité que la base w = (w1,...,wg—¢) de V @k Cyy,
(définie a la page est orthonormée si vy est archimédienne, et qu’elle vérifie : pour
tout x = Z?;i ziw; € V @k Cyy, |2]|lvg > Tp, max, ||y, si vo est ultramétrique (voir
page. En reprenant exactement les mémes arguments qu’au paragraphe (appliqués
avec Do = 0), nous obtenons la proposition suivante.

PROPOSITION 9.12. [l existe une constante qgg > 1 telle que si Cy > qgg, alors pour tout
T € N9~ tel que |T| = € et pour toute place v € X telle que v |vg, on a

n

_p, 1 _
H‘Pi,ei(mui) DlgD:vFS(mu) < e |5l a,o-
i=1 ’

v

9.9. Conclusion. Nous allons obtenir une contradiction au moyen de la proposition
suivante.

PROPOSITION 9.13. Supposons que le réel Cy est supérieur a max{cﬁ-ﬂ, agg}- Alors il existe
une constante qgg telle que

2qmmU U
—am—— < h(T) < S
wWep =M= 55 "
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Démonstration. En reprenant les arguments du lemme (en remplacant W par V et
tGoxG Par tg), on obtient
MT) = —ggmax{1,h(V)} > —qm~—-
CoD
D’aprés la proposition et la définition de || 7|y, on a

K, : Q] K 2 Qo] U
>, g lelWlhes > g leslsles - 55

En appliquant la proposition [9:11} on obtient

U U
h <h - — .
(7) < hals) = 575 + @
Par ailleurs, rappelons que la section s € E® g K’ a été choisie de sorte que la majoration
de la proposition [9.10] soit satisfaite :

435
hao(s) < U.
() < DGy

VEX i1, v|vg vEX i1, v|vo

On en déduit la majoration voulue. m

La proposition [0.13] implique que
2qzg + 4qu
7\/@ :
On a donc une contradiction si Cy > max{qm, qm, ¢ig, @z (2qm + 4qzm)?}, et alors
log d(u, V) > —21/CyU. (9.7)
Pour conclure, il suffit de majorer le terme U par les quantités Uy et U; des théorémes

et (a constantes prés). Ces comparaisons sont analogues a celles du paragraphe
et ne font pas intervenir d’argument nouveau.

U<
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